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我们从一个常用引理开始。熟知k ≥ 2时，
1

k
<

∫ k

k−1

1

x
dx，所以对n ≥ 2，我们有

n∑
k=1

1

k
< 1 +

∫ n

1

1

x
dx =

1 + log n。这本质是使用了函数f(x) =
1

x
的单调性。下面的引理能利用f(x)的凹凸性，给出一个更紧的界。

引引引理理理 0.1. 设x ∈ R, λ > 0, I = [x − λ, x + λ]。（1）若f在区间I下凸，则f(x) ≤ 1

2λ

∫ x+λ

x−λ

f(x)dx ≤

1

2
(f(x− λ) + f(x+ λ))；（2）若f在区间I上凸，则f(x) ≥ 1

2λ

∫ x+λ

x−λ

f(x)dx ≥ 1

2
(f(x− λ) + f(x+ λ))。

证. （1）

∫ x+λ

x−λ

f(x)dx =

∫ λ

0

(f(x − t) + f(x + t))dt ≥
∫ λ

0

2f(x)dt = 2λf(x)。类似地，

∫ x+λ

x−λ

f(x)dx =∫ λ

0

(f(x− t) + f(x+ t))dt ≤
∫ λ

0

f(x− λ) + f(x+ λ)dt = λ(f(x− λ) + f(x+ λ))。同理可证（2）问。

使用上述引理，我们有

n∑
k=1

1

k
<

∫ n+ 1
2

1
2

1

x
dx = log(n+

1

2
) + log 2 < 1 + log n, n ≥ 2。下面介绍哈代不等式

的另一证法，它的关键是使用引理分别精确地估计级数
∑n

k=1(
2k − 1

2
)−α,

∑∞
n=k n

α−2，其中0 < α < 1。

例例例 0.1 (哈代不等式的另证). 设α =
1

p
，则0 < α < 1, (p− 1)α = 1− α,

1

1− α
=

p

p− 1
。由赫尔德不等式，

Ap
n ≤ n−p(

n∑
k=1

apk(
2k − 1

2
)(p−1)α)(

n∑
k=1

(
2k − 1

2
)−α)p−1, 1○

其中An = 1
n

∑n
k=1 ak。因为f(x) = x−α是下凸函数，所以由引理知k ≥ 1时，有

(
2k − 1

2
)−α ≤

∫ k

k−1

x−αdx =
1

1− α
(k1−α − (k − 1)1−α),

于是(

n∑
k=1

(
2k − 1

2
)−α)p−1 ≤ (

1

1− α
n1−α)p−1 = (

p

p− 1
)p−1n

(p−1)2

p ,

1○式右边 ≤ n−p(

n∑
k=1

apk(
2k − 1

2
)1−α)(

p

p− 1
)p−1n

(p−1)2

p = (
p

p− 1
)p−1nα−2(

n∑
k=1

apk(
2k − 1

2
)1−α),

∞∑
n=1

Ap
n ≤ (

p

p− 1
)p−1

∞∑
n=1

[nα−2(

n∑
k=1

apk(
2k − 1

2
)1−α)] = (

p

p− 1
)p−1

∞∑
k=1

[apk(
2k − 1

2
)1−α(

∞∑
n=k

nα−2)], 2○

因为f(x) = xα−2是下凸函数，所以由引理知n ≥ 1时，有

nα−2 ≤
∫ n+ 1

2

n− 1
2

xα−2dx =
1

1− α
((n− 1

2
)α−1 − (n+

1

2
)α − 1),

∞∑
n=k

nα−2 ≤ 1

1− α
(k − 1

2
)α−1,

2○式右边 ≤ (
p

p− 1
)p−1

∞∑
k=1

[apk(
2k − 1

2
)1−α 1

1− α
(k − 1

2
)α−1] = (

p

p− 1
)p

∞∑
k=1

apk,

于是哈代不等式得证。

习习习题题题 0.1 (调和级数的下界). 熟知k ≥ 1时，
1

k
>

∫ k+1

k

1

x
dx，所以对n ≥ 2，我们有

n∑
k=1

1

k
>

∫ n+1

1

1

x
dx =

1



log(n+ 1)。这本质是使用了函数f(x) =
1

x
的单调性。我们可以利用函数

1

x
下凸的特性给一个更紧的下界。

1

2
(
1

k
+

1

k + 1
) ≥

∫ k+1

k

1

x
dx,

n∑
k=1

1

k
>

1

2
(1 +

1

n
) +

∫ n

1

1

x
dx =

1

2
+

1

2n
+ log n,

我们已经证明了
∑n

k=1

1

k
− log n < log(1 +

1

2n
) + log 2 <

1

2n
+ log 2。 因为

1

n
+ log(n − 1) − log n =

1

n
+ log(1− 1

n
) < 0，所以数列an =

∑n
k=1

1

k
− log n单调，而且

1

2
+

1

2n
< an < log 2 +

1

2n
，所以{an}n≥1有

界。由此可定义欧拉常数γ = limn→∞ an ∼ 0.5772156649...。我们证出了γ ∈ [
1

2
, log 2]。

瑞典数学家Lennart Carleson（1928年至今）因证明了Lusin猜想，即单位圆上L2函数的傅里叶级数几乎

处处收敛到自身而著名。他提出了下述不等式，作为卡莱曼不等式的推广：

定定定理理理 0.1 (Carleson不等式). 对任意下凸函数g : R≥0 → R, g(0) = 0，和任意的−1 < p < ∞，我们有∫ ∞

0

xp exp(−g(x)

x
)dx ≤ ep+1

∫ ∞

0

xpe−g′(x)dx, 1○

证. （1）因为g(x)是下凸函数，所以对任意k > 1, x ≥ 0，有g(kx) ≥ g(x) + (k − 1)xg′(x) 2○，上式右边
为g(x)在x处的切线。于是对任意A > 0，有

k−p−1

∫ A

0

xp exp(−g(x)

x
)dx = k−p−1

∫
0≤x≤A/k

(kx)p exp(−g(kx)

kx
)d(kx)

≤
∫ A

0

xp exp(−g(kx)

kx
)dx ≤

∫ A

0

xp exp(−g(x)

kx
− k − 1

k
· g′(x))dx （由 2○式）

≤ (

∫ A

0

xp exp(−g(x)

x
)dx)1/k(

∫ A

0

xpe−g′(x)dx)(k−1)/k, 3○（由柯西不等式）

设I1 =

∫ A

0

xp exp(−g(x)

x
)dx, I2 =

∫ A

0

xpe−g′(x)dx，则由 3○式，I1 ≤ k(p+1)·k/(k−1)I2，设k = 1 +
1

β
, β =

1

k − 1
，我们有 lim

k→1
kk/(k−1) = lim

β→∞
(1 +

1

β
)1+β = e。所以I1 ≤ lim

k→1
k(p+1)·k/(k−1)I2 = ep+1I2， 1○式得证。

注： 1○式右边的常数ep+1是最优的。设ϵ > 0，g(x) =

0, 0 ≤ x ≤ 1,

(p+ 1 + ϵ)x log x, x > 1,
，可以验证此时g(x)下凸

且g(0) = 0，x > 1时，g′(x) = (p+ 1 + ϵ)(log x+ 1)。ϵ → 0时，我们有

1○式左边 =

∫ ∞

1

xp exp(−(p+ 1 + ϵ) log x)dx =

∫ ∞

1

xp−(p+1+ϵ)dx =
1

ϵ
,

1○式右边 = ep+1(

∫ 1

0

xpdx+

∫ ∞

1

xp exp(−(p+ 1 + ϵ)(log x+ 1))dx

= ep+1(
1

p+ 1
+

∫ ∞

1

xp

(xe)p+1+ϵ
dx) =

ep+1

p+ 1
+

∫ ∞

1

1

x1+ϵeϵ
dx =

ep+1

p+ 1
+

1

ϵeϵ
,

所以lim
ϵ→0

1○式左边
1○式右边

= 1， 1○式右边的常数ep+1是最优的。

2



用Carleson不等式证明卡莱曼不等式. 回忆离散形式的卡莱曼不等式的叙述：设an ≥ 0, n ≥ 1，则有∑
n≥1

(a1a2...an)
1
n ≤ e

∑
n≥1

an, 1○

若存在1 ≤ i < j,使得ai < aj，交换ai, aj会使上式左边变大，右边不变。所以我们只需要证明数列{an}单

调递减的情形。此时，在Carleson不等式中令p = 0，有：

∫ ∞

0

exp(−g(x)

x
)dx ≤ e

∫ ∞

0

e−g′(x)dx 2○。

令g(x)是下述连续的分段线性函数，满足

g(0) = 0, 对任意n ∈ Z+，当n− 1 < x < n时, g′(x) = − log an,

则g(x)在R+上是下凸函数，且
g(x)

x
单调增。对任意n ∈ Z+，

∫ n

n−1

e−g′(x)dx =

∫ n

n−1

andx = an。所以 2○式右

边=e
∑∞

n=1 an = 1○式右边。又因为

∫ n

n−1

exp(−g(x)

x
)dx ≥

∫ n

n−1

exp(−g(n)

n
)dx =

∫ n

n−1

exp(
1

n

n∑
i=1

log ai)dx = (a1a2...an)
1
n ,

所以 2○式左边≥
∑∞

n=1(a1a2...an)
1
n = 1○式左边。综上所述， 1○式得证。

笔者没有搞懂Carleson对Lusin猜想的证明，但他提出的上述不等式在我的能力范围内，这篇论文长度

只有不到一页半，太巧妙了。事实上，卡莱曼不等式的证明中我们用到了更重要且不平凡的斯特林近似公

式n! ∼
√
2πn(

n

e
)n, n → ∞。笔者打算专门写一篇关于它的文章。

例例例 0.2. 设{xn}n≥1, {yn}n≥1是任意复数列，{fn(z)}n≥1, {gn(z)}n≥1是定义在z ∈ D上任意的两列函数，

满足对所有j, k ≥ 1，有

∫
D

|fj(z)|2dz ≤ α2,

∫
D

|gk(z)|2dz ≤ β2。 求证：若复数组{aj,k}j≥1,k≥1满足下列估

计：
∣∣∑

j,k≥1 aj,kxjyk
∣∣ ≤ M∥x∥2∥y∥2，则我们同样有下列估计∣∣ ∑

j,k≥1

aj,khj,kxjyk
∣∣ ≤ αβM∥x∥2∥y∥2, 1○

这里已知hj,k有如下的积分表达形式hj,k =

∫
D

fj(z)gk(z)dz。

证. 对固定的z ∈ D，我们有∣∣ ∑
j,k≥1

aj,kxjfj(z)ykgk(z)
∣∣ ≤ M∥{xjfj(z)}j≥1∥2∥{ykgk(z)}k≥1∥2,

于是 1○式左边 =
∣∣ ∑
j,k≥1

aj,kxjyk

∫
D

fj(z)gk(z)dz
∣∣

≤
∫
D

∣∣ ∑
j,k≥1

aj,kxjfj(z)ykgk(z)
∣∣dz ≤

∫
D

M(
∑
j≥1

|xjfj(z)|2)1/2(
∑
k≥1

|ykgk(z)|2)1/2dz

≤ M(

∫
D

∑
j≥1

|xjfj(z)|2dz)1/2(
∫
D

∑
k≥1

|ykgk(z)|2dz)1/2, 2○

因为

∫
D

∑
j≥1

|xjfj(z)|2dz =
∑
j≥1

|xj |2
∫
D

|fj(z)|2dz ≤ ∥x∥22α2，同理，

∫
D

∑
k≥1

|ykgk(z)|2dz ≤ ∥y∥22β2，所

以 2○式右边≤ 1○式右边， 1○式得证。
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例例例 0.3 (希尔伯特不等式的变形). （1）设{an}n≥1, {bn}n≥1是两列实数，我们有

∞∑
m,n=1

ambn
max(m,n)

≤ 4

√√√√(

∞∑
m=1

a2m)(

∞∑
n=1

b2n), 1○

（2）设{an}n≥1, {bn}n≥1是两列非负实数，p, q > 1,
1

p
+

1

q
= 1，我们有

∞∑
m,n=1

ambn
max(m,n)

≤ pq(

∞∑
m=1

apm)1/p(

∞∑
n=1

bqn)
1/q, 2○

证. （1）我们仿照希尔伯特不等式的证法一，由柯西不等式，有

∞∑
m,n=1

ambn
max(m,n)

≤ (

∞∑
m,n=1

a2m
max(m,n)

√
m

n
)1/2(

∞∑
m,n=1

b2n
max(m,n)

√
n

m
)1/2, 3○

对固定的m ≥ 1，我们有

∞∑
n=1

1

max(m,n)

√
m

n
=

m∑
n=1

1

m

√
m

n
+

∞∑
n=m+1

1

n

√
m

n
≤ 1√

m

∫ m

0

1√
x
dx+

√
m

∫ ∞

m

1

x
√
x
dx

=
1√
m

· 2
√
m+

√
m · 2√

m
= 4, 同理，对固定的n ≥ 1，

∞∑
m=1

1

max(m,n)

√
n

m
≤ 4,

于是 3○式右边≤ 4· 1○式右边， 1○式得证。

（2）由赫尔德不等式，设待定参数λ满足0 < λ <
1

max(p, q)
，我们有

∞∑
m,n=1

ambn
max(m,n)

≤ (

∞∑
m,n=1

apm
max(m,n)

(
m

n
)pλ)1/p(

∞∑
m,n=1

bqn
max(m,n)

(
n

m
)qλ)1/q, 4○

∞∑
n=1

(
m

n
)pλ =

m∑
n=1

mpλ−1n−pλ +

∞∑
n=m+1

mpλn−1−pλ ≤ mpλ−1

∫ m

0

x−pλdx

+mpλ

∫ ∞

m

x−1−pλdx = mpλ−1 1

1− pλ
m1−pλ +mpλ 1

pλ
m−pλ =

1

(1− pλ)pλ
,

同理，
∑∞

m=1(
n

m
)qλ ≤ 1

(1− qλ)qλ
，所以

4○式右边 ≤ (

∞∑
m=1

apm)1/p(

∞∑
n=1

bqn)
1/q(

1

(1− pλ)pλ
)1/p(

1

(1− qλ)qλ
)1/q, 5○

我们需要最小化(
1

(1− pλ)pλ
)1/p(

1

(1− qλ)qλ
)1/q。设F (λ) =

1

p
(log(pλ) + log(1− pλ)) +

1

q
(log(qλ) + log(1−

qλ))，则F ′(λ) =
1

p
(
1

λ
+

−p

1− pλ
) +

1

q
(
1

λ
+

−q

1− qλ
)是单调减函数。令F ′(λ) = 0，则

1

λ
=

1

1− pλ
+

1

1− qλ
, 1− (p+ q)λ+ pqλ2 = (2− (p+ q)λ)λ,

0 = 2pqλ2 − (pq + 2)λ+ 1 = (pqλ− 1)(2λ− 1), 因为
1

2
≥ 1

max(p, q)
, 所以舍去λ =

1

2
,
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于是解得λ =
1

pq
时F (λ)最大。此时

1

(1− pλ)pλ
=

1

(1− 1
q )

1
q

= pq =
1

(1− qλ)qλ
， 5○式右边= 2○式右边，所

以 2○式成立。注： 2○式右边的常数pq是最优的（所以 1○式右边的常数4也是最优的）。设ϵ是一个小正数，

满足1 + ϵ < min(p, q)。令an = n− 1+ϵ
p , bn = n− 1+ϵ

q ，则ϵ → 0时，有

∑
n≥1

apn =
∑
n≥1

bqn =
∑
n≥1

n−1−ϵ ∼
∫ ∞

1

x−1−ϵdx =
1

ϵ
,

∞∑
m,n=1

ambn
max(m,n)

=

∞∑
m,n=1

1

max(m,n)m
1+ϵ
p n

1+ϵ
q

≥
∫∫

[1,∞)2

dxdy

max(x, y)
x− 1+ϵ

p y−
1+ϵ
q

=

∫ ∞

1

dx

∫ ∞

x

dyx− 1+ϵ
p y−1− 1+ϵ

q +

∫ ∞

1

dy

∫ ∞

y

dxx−1− 1+ϵ
p y−

1+ϵ
q , 6○

设 6○式右边的两项分别为A,B，令y = xt, x = yu，我们有

A =

∫ ∞

1

dx

∫ ∞

1

d(xt)x− 1+ϵ
p (xt)−1− 1+ϵ

q =

∫ ∞

1

dx

∫ ∞

1

dtx−1−ϵt−1− 1+ϵ
q =

1

ϵ

q

1 + ϵ
,

B =

∫ ∞

1

dy

∫ ∞

1

d(yu)(yu)−1− 1+ϵ
p y−

1+ϵ
q =

∫ ∞

1

dy

∫ ∞

1

duy−1−ϵu−1− 1+ϵ
p =

1

ϵ

p

1 + ϵ
,

6○式右边 =
1

ϵ

p+ q

1 + ϵ
=

pq

ϵ(1 + ϵ)
∼ pq

ϵ
, lim

ϵ→0
(

∞∑
m,n=1

ambn
max(m,n)

/
[(

∞∑
m=1

apm)
1
p (

∞∑
n=1

bqn)
1
q ]) = pq,

所以 2○式右边的常数pq是最优的。

例例例 0.4. 瑞典数学家Fritz Carlson（1888年—1952年，早于上一个Carleson）于1935年证明了下述不等式：

(

n∑
k=1

ak)
4 ≤ π2(

n∑
k=1

a2k)(

n∑
k=1

k2a2k), 1○

证. 由柯西不等式，(
∑n

k=1 ak)
2 ≤ (

∑n
k=1

1

wk
)(
∑n

k=1 a
2
kwk) 2○。设t > 0, wk(t) = t+

k2

t
，则

t

t2 + k2
=

1

1 + (kt )
2
· 1
t
≤

∫ k
t

k−1
t

dx

1 + x2
= arctan

k

t
− arctan

k − 1

t
,

n∑
k=1

1

wk(t)
=

n∑
k=1

t

t2 + k2
≤

n∑
k=1

(arctan
k

t
− arctan

k − 1

t
) = arctan

n

t
≤ π

2
,

n∑
k=1

a2kwk(t) = t(

n∑
k=1

a2k) +
1

t
(

n∑
k=1

k2a2k) ≥ 2(

n∑
k=1

a2k)
1/2(

n∑
k=1

k2a2k)
1/2, 3○

取t = (
∑n

k=1 k
2a2k)

1/2
/
(
∑n

k=1 a
2
k)

1/2，此时 3○式等号成立。所以 2○式右边≤ π

2
· 3○式左边=

π

2
· 3○式右边=

π(
∑n

k=1 a
2
k)

1/2(
∑n

k=1 k
2a2k)

1/2， 1○式成立。注： 1○式右边的常数π2是最优的。设t > 0，令ak =
t

t2 + k2
，

则t → ∞时，有

∞∑
k=1

ak =

∞∑
k=1

t

t2 + k2
=

∞∑
k=1

1

t
· 1

1 + (kt )
2
∼

∫ ∞

0

dx

1 + x2
=

π

2
,

∞∑
k=1

a2k =

∞∑
k=1

t2

(t2 + k2)2
=

1

t

∞∑
k=1

1

t
· 1

(1 + (kt )
2)2

∼ 1

t

∫ ∞

0

dx

(1 + x2)2
=

π

4t
,
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∞∑
k=1

k2a2k =

∞∑
k=1

k2t2

(t2 + k2)2
= t

∞∑
k=1

1

t
· (k/t)2

(1 + (kt )
2)2

∼ t

∫ ∞

0

x2dx

(1 + x2)2
=

πt

4
,

我们在计算上述积分时作了代换x = tanα, x ∈ [0,∞), α ∈ [0,
π

2
)，所以

∫ ∞

0

dx

(1 + x2)2
=

∫ ∞

0

d tanα

(1 + tanα2)2
=

∫ π
2

0

cos2 αdα =
π

4
,∫ ∞

0

x2dx

(1 + x2)2
=

∫ ∞

0

tan2 α

(1 + tanα2)2
d tanα =

∫ π
2

0

sin2 αdα =
π

4
,

于是 lim
t→∞

(
∑∞

k=1 ak)
4

(
∑∞

k=1 a
2
k)(

∑∞
k=1 k

2a2k)
= lim

t→∞
(
π

2
)4
/
(
π

4t
· πt
4
) = π2，这说明 1○式右边的常数π2是最优的。

例例例 0.5 (希尔伯特不等式的另一个更困难的情形). 设{an}n≥1, {bn}n≥1是两个复数列，我们有

∣∣ ∑
m,n≥1,
m̸=n

ambn
m− n

∣∣ ≤ π

√√√√(

∞∑
m=1

|am|2)(
∞∑

n=1

|bn|2) = π∥a∥2∥b∥2, 1○

证. 使用Toeplitz法，n ∈ Z\{0}时，
∫ 2π

0

(t−π)eintdt =
2π

in
；n = 0时，

∫ 2π

0

(t−π)eintdt =

∫ 2π

0

(t−π)dt = 0。

设ã(t) =
∑

m≥1 ameimt，则由Plancherel定理，∥ã∥2 =
√
2π∥a∥2。所以我们有

∣∣ ∑
m,n≥1,
m̸=n

ambn
m− n

∣∣ = ∣∣ i

2π

∫ 2π

0

(t− π)(
∑
m≥1

ameimt)(
∑
n≥1

bne
−int)dt

∣∣
≤ ∥t− π∥∞

2π

∫ 2π

0

|(
∑
m≥1

ameimt)(
∑
n≥1

bne
−int)|dt ≤ ∥t− π∥∞

2π
2π∥a∥2∥b∥2 = π∥a∥2∥b∥2,

这里∥t − π∥∞是函数t 7→ t − π, 0 ≤ t ≤ 2π的L∞范数，∥t − π∥∞ = π，最后一步使用了柯西不等式

和Plancherel定理。注： 1○式右边的常数π是最优的，但笔者暂时没证出来这件事，等证出来的时候再修改

文章吧。
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