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导数的定义与性质 

一、知识要点 

定义 1. 设函数 ( )y f x 在 0x 的某个邻域内有定义，设 0x x x   ，

0( ) ( )y f x f x   ，如果 0x x 时
y

x




的极限存在，那么称函数 ( )y f x 在 0x 处可导，

并称这个极限为 ( )y f x 在 0x 处的导数，记为 0'( )f x ，即

0 0

0
0

0

( ) ( )
'( ) lim lim

x x x x

f x f x
f

x
x

x x

y

 









 ，也可记作

0 0

d
' ,

d
| |x x x x

y
y

x
 

.或
0

d ( )

d
|x x

f x

x


。 

 

定义 2.  如果函数 ( )y f x 在开区间 I 内的每一点处都可导，那么就称函数 ( )f x 在开区

间 I 内可导。这时，对任一 0x I ， 0'( )f x 都有确定的值，我们把由 0 0( )x f x 确定的

函数叫做 ( )y f x 的导函数，记作
d

', '( ),
d

y
y f x

x
或

d ( )

d

f x

x
。 

 

性质 1.（导数的几何意义）设函数 ( )y f x 在开区间 I 内可导，它在 0x I 处的导数

0'( )f x 在几何上表示曲线 ( )y f x 在点 0 0( , ( ))M x f x 处切线的斜率。根据导数的几何意

义与直线的点斜式方程，可知曲线 ( )y f x 在点 0 0( , ( ))M x f x 处的切线方程为

0 0 0'( )( )y y f x x x   ，其中 0 0( )y f x 。 

 

性质 2.（函数四则运算的求导法则）若函数 ( ), ( )u u x v v x  在 x 处都可导，那么它们的

和、差、积、商（分母为零的除外）都在 x 处有导数，且满足： 

（1）[ ( ) ( )]' '( ) '( )u x v x u x v x   ；（2）[ ( ) ( )]' '( ) ( ) ( ) '( )u x v x u x v x u x v x  ； 

（3）
2

( ) '( ) ( ) ( ) '( )
[ ]' ( ( ) 0)

( ) ( )

u x u x v x u x v x
v x

v x v x


  。上述法则可以简写为

2

' '
( ) ' ' ', ( ) ' ' ', ( ) '

u u v uv
u v u v uv u v uv

v v


      。 

 

 

性质 3.（复合函数的求导法则）如果 ( )u g x 在 0x 处可导， ( )y f u 在 0 0( )u g x 处可

导，那么复合函数 ( ( ))y f g x 在 0x 处可导，且其导数为
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0 0 0 0 0[ ( ( ))]' '( ) '( ) '( ( ) '( ))|x xf g x f u g x f g x g x     ，或
0 0 0

d d d

d d d
| | |x x u u x x

y y u

x u x
    。写

成导函数的形式即[ ( ( ))]' '( ( )) '( )f g x f g x g x  ，或
d d d

d d d

y y u

x u x
  。 

 

 

性质 4.（反函数的求导法则）如果函数 ( )x f y 在区间 yI 内单调、可导，且 '( ) 0f y  ，

那么它的反函数 1( )y f x 在区间 { | ( ), }x yI x x f y y I   内也可导，且其导数为

1 1
[ ( )]'

'( )
f x

f y

  ，或
d 1

dd

d

y

xx

y

 。 

 

定义 3.（1）幂函数、指数函数、对数函数、三角函数、反三角函数，这五类函数称为基本

初等函数。（2）由常数和基本初等函数经过有限次四则运算和有限次函数复合所构成，并

可以用一个解析式表出的函数，称为初等函数。由上述法则和下述例题中基本初等函数的

导数公式，我们可以求出任意初等函数的导数。 

 

性质 5.（多项式函数的导数的代数推导）对于多项式函数，我们还可以用“重根”的概念定

义它在一点处的切线。（1）设 ( ) nf x x ，要求曲线 ( )y f x 在点 0 0( , )nA x x 处的切线。设

它为 0 0: ( )nl y x k x x   ，与 ( )y f x 联立，得 0 0( )n nx x k x x   在 0x x 处有重根。

整理得
1

1

0 0

0

( )( ) 0
n

i n i

i

x x x x k


 



   在 0x x 处有重根，于是 1

0

nk nx  。这是一个纯粹代

数的推导，没有使用任何与极限有关的概念。 

（2）一般地，设 1

1 1 0( ) ...n n

n nf x a x a x a x a

     ， ,1ia i n   ，要求曲线

( )y f x 在点 0 0( , ( ))A x f x 处的切线。设它为 0 0 )): ( (l y f x k x x   ，与 ( )y f x 联

立，得 1 1

0 0 1 0 1 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )n n n n

n nf x f x a x x a x x a x x k x x 

          在 0x x

处有重根，于是 1 2

0 1 0 2 0 1( 1) ... 2n n

n nk na x n a x a x a 

      。 

（3）事实上，使用多项式的带余除法将 ( )f x 除以 2

0( )x x ，设商和余项分别为

( ), ( )g x h x ，即 2

0( ) ( ) ( ) ( )f x x x g x h x   ，则 ( )h x 是 x 的一次函数。因为

2

0( ) ( ) ( ) ( )f x h x x x g x   在 0x 处有重根，所以 ( )h x 是 ( )f x 在 0x 处的切线方程。 
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二、例题精讲 

例 1.（伯努利不等式）设实数 1x   ， 是实数。我们有：（1） 1  时，

(1 ) 1x x    ；（2）0 1  时， (1 ) 1x x    ；（3） 0  时，

(1 ) 1x x    。以上三问中等号成立当且仅当 0x  。 

 

 

 

例 2. 设 0, 1a a  。（1）求
0

log (1 )
lim a

x

x

x


；（2）求

0

1
lim

x

x

a

x


。提示：可以先考虑

ea  的情形。 

 

 

例 3. 设 ，求
0

(1 ) 1
lim
x

x

x





 
。 

 

 

 

例 4.（幂函数的导数）设 ( ) ,f x x   ，则
1

0

( )
lim
h

x h x
x

h

 
 



 
 ，即

1'( ) ( ) 'f x x x    。 

 

 

例 5.（正弦和余弦的导数）（1）设 ( ) sinf x x ，则

0 0

2sin cos( )
sin( ) sin 2 2lim lim cos

h h

h h
x

x h x
x

h h 


 

  ，于是 '( ) cosf x x ，即

(sin ) ' cosx x 。（2）设 ( ) cosg x x ，则 '( ) sing x x  ，即 (cos )' sinx x  。 

 

 

例 6.（指数函数的导数）设 ( ) exf x  ，则 '( ) exf x  ，即 (e ) ' ex x 。一般地，对任意

0a  ，我们有 ( ) ' lnx xa a a 。 
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例 7.（对数函数的导数）设 ( ) lnf x x ，则
1

'( )f x
x

 ，即
1

(ln ) 'x
x

 。一般地，对任意

0, 1a a  ，我们有
1

(log ) '
ln

a x
x a

 。 

 

 

例 8.（反三角函数的导数）使用反函数的求导法则证明：
2

1
(arcsin ) '

1
x

x



，

2

1
(arccos ) '

1
x

x
 


，

2

1
(arctan ) '

1
x

x



。至此，我们已经得到所有基本初等函数

（幂函数、指数函数、对数函数、三角函数、反三角函数）的导数公式。 

 

 

 

例 9.（双曲函数和反双曲函数的定义及导数公式）（1）双曲函数的定义如下：双曲正弦

e e
sh

2

x x

x


 ，双曲余弦
e e

ch
2

x x

x


 ，双曲正切
sh e e

th
ch e e

x x

x x

x
x

x






 


。 

（2）反双曲函数的函数的定义如下：反双曲正弦 2arsh ln( 1)x x x   ，反双曲余弦

2arch ln( 1)x x x   ，反双曲正切
1 1

arth ln( )
2 1

x
x

x





。试验证它们确实满足如下关

系： sh(arsh )x x ， ch(arch )x x ， th(arth )x x 。 

（3）求证： (sh ) ' chx x ， (ch )' shx x ，
2

1
(th ) '

ch
x

x
 ，

2

1
(arsh ) '

1
x

x



，

2

1
(arch ) '

1
x

x



，

2

1
(arth ) '

1
x

x



。 

 

 

三、拓展阅读：函数的连续性 

定义 1.（函数在一点处连续）设函数 ( )f x 在 0x 的某一邻域内有定义，若

0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x


 ，则称函数 ( )f x 在 0x 处连续。使用  语言，上述命题即对任意

0 ，存在 0  ，使得当 0| |x x   时，有 0| ( ) ( ) |f x f x  。若

0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x
 

 ，则称函数 ( )f x 在 0x 处左连续。若
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x
 

 ，则称函数
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( )f x 在 0x 处右连续。 

定义 2.（函数在区间上连续）在区间上每一点都连续的函数，称为该区间上的连续函数，

或者说函数在该区间上连续。若区间包括端点，那么函数在右端点处连续是指左连续，在

左端点处连续是指右连续。 

 

A. 连续函数的局部性质 

性质 1. 设函数 ( )f x 在 0x 处连续，则以下结论成立： 

（1）（局部有界性） ( )f x 在 0x 的某邻域 0( )U x 中有界。 

（2）（局部保号性）若 0( ) 0f x  ，则在 0x 的某邻域 0( )U x 中， ( )f x 与 0( )f x 同时为正或

同时为负。 

（3）（四则运算的连续性）设函数 ( ), ( )f x g x 在 0x 处连续，则它们的和、差、积，即

,f g f g  都在 0x 处连续。若 0( ) 0g x  ，则它们的商
f

g
在 0x 处连续。 

（4）（复合函数的连续性）设函数 ( ( ))y f g x 由函数 ( )u g x 和 ( )y f u 复合而成，若

函数 ( )u g x 在 0x x 处连续， 0 0( )g x u ，且函数 ( )y f u 在 0u u 处连续，则

0 0

0lim ( ( )) (lim ( )) ( ( ))
x x x x

f g x f g x f g x
 

  ，即复合函数 ( ( ))y f g x 在 0x x 处连续。 

推论 1. 基本初等函数在它们的定义域内都是连续的。因为连续函数的四则运算和复合都连

续，所以一切初等函数在其定义区间内都是连续的。 

 

B. 连续函数的整体性质 

定理 1.（魏尔斯特拉斯最值定理）闭区间上的连续函数在该区间上有界，且一定能取到它

的最大值和最小值。 

证：设 ( )f x 是闭区间[ , ]a b 上的连续函数。（1）对任意 0 [ , ]x a b ，由连续函数的局部有

界性，存在 0x 的邻域 0( )U x ，使得 ( )f x 在 0[ , ] ( )a b U x 上有界。对一切 [ , ]x a b ，

{ ( ), [ , ]}U x x a b 组成闭区间[ , ]a b 的开覆盖。由有限覆盖引理，从这个开覆盖中可以选

取有限个开区间{ ( ),1 }kU x k n  ，使它们覆盖闭区间[ , ]a b 。因为 ( )f x 在

[ , ] ( )ka b U x 上有界，设 [ , ] ( )kx a b U x  时 ( )k km f x M  ，

min{ ,1 }km m k n   ， max{ ,1 }kM M k n   。于是对任意 [ , ]x a b ，有

( )m f x M  ， ( )f x 在[ , ]a b 上有界。 
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（2）设
[ , ]

sup ( )
x a b

M f x


 是 ( )f x 在[ , ]a b 上的上确界。假设在任何 [ , ]x a b 处都有

( )f x M ，则[ , ]a b 上的连续函数 ( )M f x 在[ , ]a b 上处处大于零，且由M 的定义它可

以取任意接近0 的值，于是
1

( )M f x
可以任意地大。但

1

( )M f x
是[ , ]a b 上的连续函

数，由（1）中结论它在[ , ]a b 上是有界的，矛盾！所以存在 [ , ]Mx a b 使得

( )Mf x M ，同理，存在 [ , ]mx a b 使得 ( )mf x m 。 

定理 2.（零点定理）若函数 ( )f x 在闭区间[ , ]a b 上连续，且在其两端点处取异号的值（即

( ) ( ) 0f a f b  ），则在开区间 ( , )a b 内必有一点，使得 ( ) 0f   。 

证：不妨设 ( ) 0, ( ) 0f a f b  。设 S 为所有满足 ( ) 0f x  的 [ , ]x a b 所构成的集合。由

a S 可知 S 非空。因为b 是 S 的一个上界，所以可以设 supc S 为 S 的上确界，

[ , ]c a b ，我们宣称 ( ) 0f c  。因为 ( ) 0f a  且 ( )f x 在a 处连续，所以存在 0  使得

对任意 [ , )x a a   ，都有 ( ) 0,f x x S  ，于是c a   ，同理存在 0  使得

c b   。若 ( ) 0f c  ，因为 ( )f x 在 c 处连续，所以存在 0  使得对任意

( , )x c c    ，都有 ( ) 0,f x x S  ，于是 supc S c    ，矛盾！同理，若

( ) 0f c  ，则存在 0  使得对任意 ( , )x c c    ，都有 ( ) 0,f x x S  ，于是

supc S c    ，矛盾！所以 ( ) 0,f c a c b   。 

定理 3.（介值定理）若函数 ( )f x 在闭区间[ , ]a b 上连续，且在其两端点处取不同的函数值

( ) , ( )f a A f b B  ，则对 ,A B之间的任何一个数C ，在开区间 ( , )a b 内必有一点，使

得 ( )f C  。 

证：设 ( ) ( )g x f x C  ，则 ( )g x 在闭区间[ , ]a b 上连续，且 ( )g a 与 ( )g b 异号。由零点

定理，存在 ( , )a b  ，使得 ( ) 0g   ，于是 ( ) ,f C a b    。 

推论 2. 由魏尔斯特拉斯最值定理和介值定理知，在闭区间[ , ]a b 上连续的函数 ( )f x 的值

域为闭区间[ , ]m M ，其中 ,m M 分别为 ( )f x 在[ , ]a b 上的最小值与最大值。 


