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复数与多项式 

一、知识要点 

定义 1. 设R是一个交换环（R可取 , , , 或 m ，m 是任意正整数），n 为非负

整数。称表达式 1

1 1 0( ) ... ( , 0 )n n

n n ip x a x a x a x a a R i n

        为R上的一个一元

多项式，并将所有R上的一元多项式的集合记作 [ ]R x 。上式中若 0na  ，则称 n

na x 为多

项式 ( )p x 的首项， na 为首项系数， n 为 ( )p x 的次数，记作deg ( )p x n 。注意零次多项

式为R中的非零元素，零多项式的次数没有定义。我们可以从R上的加法、乘法除法出

发，自然地定义 [ ]R x 上的加法、乘法。 

 

 

定义 2. 若K 是 的子域（即K 是 的子集，且对加减乘除封闭），则称K 是一个数域。

数域K 可以取 , , 。 

定义 3. 设K 是数域， [ ]K x 中的整除概念与整数环 中很类似。 

（1）设 ( ), ( ) [ ], ( ) 0f x g x K x g x  ，若存在 ( ) [ ]h x K x 使得 ( ) ( ) ( )f x g x h x ，则称

( )g x （在 [ ]K x 中）整除 ( )f x ， ( )g x 为 ( )f x 的一个因式，记作 ( ) | ( )g x f x 。若不存在

上述 ( )h x ，就说 ( )g x 不整除 ( )f x ，记作 ( ) ( )g x f x 。 

（2）设 ( ) [ ]p x K x 且deg ( ) 1p x  。若 ( )p x 不能分解为K 上两个正次数多项式的乘

积，则称 ( )p x 是 [ ]K x 中的既约多项式或不可约多项式，或 ( )p x 在 K 上不可约，否则称

( )p x 在 K 上可约。 

 

 

定理 1.（多项式的带余除法）设K 是数域， ( ), ( )f x g x 是K 上的一元多项式，且

( ) 0g x  。则存在唯一的 ( ), ( ) [ ]q x r x K x ，使得 ( ) ( ) ( ) ( )f x q x g x r x  ，且

deg ( ) deg ( )r x g x ，或者 ( ) 0r x  。称 ( )q x 为商式， ( )r x 为余式。 

推论 1. 设 ,K L是两个数域，K L ， ( ), ( ) [ ] [ ], ( ) 0f x g x K x L x g x   ，则 ( )f x 除

以 ( )g x 得到的商式和余式在 [ ], [ ]K x L x 中是相同的。特别地，若 ( )g x 在 [ ]L x 中整除
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( )f x ，则 ( )g x 在 [ ]K x 中整除 ( )f x 。 

定理 2.（1）（余式定理）设 K 是数域，a K ，那么多项式 ( ) [ ]f x K x 除以 x a 的余式

为 ( )f a 。（2）（因式定理）设K 是数域，那么多项式 ( ) [ ]f x K x 有因式 x a 的充要条

件是 ( ) 0f a  。 

 

 

推论 2. 由因式定理及归纳法得，设 ( ) [ ]f x K x ， 1 2, ,..., k K    是 ( )f x 的 k 个不同

的零点，则 ( )f x 有因式 1 2( )( )...( )kx x x     。 

推论 3. 设 n 为正整数，
2

i2 2
cos i sin e , 0,1,..., 1

k

n
k

k k
k n

n n


 

     。由棣莫佛公

式，
2

i

e 1, 0,1,..., 1
k

n
n n
k k n




    。所以 10,k k n   是方程 1 0nz   的 n 个不同

的复根。于是由推论 2，在复数域上有因式分解
0

1
i

0

1 2

e( )1 ( )
k

n

k

k

n

k

n
nz z z

 



     。 

 

 

定理 3.（代数基本定理）每个复系数一元 ( 0)n n  次多项式在 上一定有根。 

推论 4.（1）在复数域上，只有一次多项式是既约的。 

（2）设 n 为正整数， [ ]x 中任意一个n 次多项式 ( )f x 在 上可以唯一地分解为

1 2( ) ( )( )...( )n nf x a x x x      ，其中 na 是 ( )f x 的首项系数。 

（3）复系数一元 ( 0)n n  次多项式（考虑重数）恰有n 个复根。 

（4）在实数域上，每个一元多项式可以分解成一次或二次因式之积；也就是说，实系数既

约多项式只能为一次的或二次的。这是因为若 ( ) [ ]f x x ， 是 ( )f x 的虚根，则 也

是 ( )f x 的虚根。设 ( ) ( )( )g x x x    ，则 2( ) ( ) [ ]g x x x x       ，且在

[ ]x 中 ( ) | ( )g x f x 。由推论 1，在 [ ]x 中也有 ( ) | ( )g x f x 。 

（5）设 n 为正整数， ( ) [ ]f x x 为 n 次多项式，它的互不相同的根为 1 2, ,..., k   ，重

数分别为 1 2, ,..., km m m ， 1 2 ... km m m n    。则 ( )f x 可以唯一地分解为
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1 2

1 2( ) ( ) ( ) ...( ) km m

n k

m
f x a x x x      。这称为复系数多项式的标准分解。 

（6） [ ]x 中所有不可约多项式为一次多项式 , , 0)(ax b a b a   或无实根的二次多项

式 2 2, , , 4 0,( 0)ax bx c a b c b ac a      。 

（7）设 n 为正整数， ( ) [ ]f x x 为 n 次多项式，则它可以唯一地表示为

2 2 2 2

1 1 1( ) ( )...( ])[( ) ...[( )]n k l lf x a x x x x x b c x b c       ，其中 na 是 ( )f x 的首项系

数， ,1ix i k   ， , , 0,1j j jb c c j l    ， 2k l n  。 

 

 

定理 4.（韦达定理）设 1

1 1 0( ) ... [ ]n n

n nf x a x a x a x a x

      ，它所有带重数的复根

为 1 2, ,..., n   ，则 1 2( ) ( )( )...( )n nf x a x x x      。1 k n  时，设

1 2

1 21 ...

...
k

k

k i i i

i i i n

e   
    

  （求和号中有
n

k

 
 
 

项），则我们有 ( 1)k n k
k

n

a
e

a

  。特别地，

1
1 2 ... n

n

n

a

a
        ， 0

1 2... ( 1)n

n

n

a

a
     。 

 

 

二、例题精讲 

例 1. 设n 为正整数，
2

i2 2
cos i sin e , 0,1,..., 1

k

n
k

k k
k n

n n


 

     。求证：（1）若

|n m，则
1

0

n
m

k

k

n




 ；（2）若n m，则
1

0

0
n

m

k

k





 。 

 

 

 

 

 

例 2. 设 , 1x n  ，求证：（1）
1

2 ( 1)
sin sin ...sin

2n

n n

n n n

  



 ； 

（2）
1

1

0

sin( ) 2 sin( )
n

n

k

k
nx x

n






  。 
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例 3. 已知复数 , ,a b c满足 2 2 1a ab b   ， 2 2 1b bc c    ， 2 2 ic ca a   ，求

ab bc ca  的值。 

 

 

 

 

 

例 4. 已知复数 , ,a b c满足 2a b c  ， 2b c a  ， 2c a b  ，设u a b c   ，

v ab bc ca   ，w abc 。（1）求证：
2 3

,
2 6

u u
v w  ；（2）求a b c  的值。 

 

 

 

 

 

例 5. 求证：对任意正整数 2n  和任意实数 x ，都有
1

0

2
cos( ) 0

n

k

k
x

n





  ，

1

0

2
sin( ) 0

n

k

k
x

n





  。 

 

 

 

 

 

例 6. 设 , , ,a b c d ，使得对任何实数 x 都有 ( ) 1 sin cosf x a x b x  

sin2 cos2 0c x d x   。求证：对任意 x ，都有 ( ) 3f x  。 

 

 

 

 

 

例 7. 给定素数 5p  ，求证： 2( 1) px x  的 p 次项系数模 2p 余1。 
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例 8. 设 0 1 2 ... 0na a a a     ， 1

0 1 1( ) ...n n

n nf x a x a x a x a

     。求证：

( ) 0f x  的一切复根都在单位圆的内部，即它们的模全部小于1。 

 

 

 

 

 

三、拓展阅读 

1. 柯西对巴塞尔问题的解答：（1）设m 为正整数，由棣莫佛公式，

2 1
2 1 2 1

0

2 1
cos(2 1) isin(2 1) (cos isin ) cos (i sin )

m
m m k k

k

m
m x m x x x x x

k


  



 
       

 
 ，

上式左右两边同时取虚部再除以 2 1sin m x ，得

2 2 2 2 4

2 1

2 1 2 1 2 1sin(2 1)
cot cot cot ...

1 3 5sin

m m m

m

m m mm x
x x x

x

 



       
        
     

1 2
2 1

( 1) c (
2

t
1

o 1)m m
m

x
m


 

    
 

。 ,1
2 1

k
x k m

m


  


时上式左边为0 ，将上式右边看

作关于 2cot x  的一元m 次函数 ( )f  ，则它有m 个不同的根

2cot ,1
2 1

k

k
k m

m


   


。比较 ( )f  的前两项系数，由韦达定理，我们有

2

1

2 1 2 1 2 (2 1)
cot

32 1 61

m

k

m mk m m

m





     
    

    
 ，于是

2

21 1

1 2 (2 2)
cot

2 1 6
sin

2 1

m m

k k

k m m
m

k m

m




 


  





  。 

（2）因为 (0, )
2

x


 时，sin tanx x x  ，
2 2 2

1 1 1

sin tanx x x
  ，于是

2

2 21 1 1

2 (2 2) 1 1 2 (2 1)
cot

6 2 1 6
sin ( )

2 1 2 1

m m m

k k k

m m k m m

k k m

m m



 
  

 
   



 

   ，
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2 2

2 2 2
1

2 (2 2) 1 2 (2 1)

6 (2 1) 6 (2 1)

m

k

m m m m

m k m

 



 
   

 
 。上式左右两边取m的极限，则左右

两边都趋于
2

6


，由夹逼准则知

2

2
1

1

6k k





 。 

 

2. 对因式分解
21

i

0

1 ( e )
kn

n n

k

z z




  的另证：设n 为正整数，

2
i2 2

cos i sin e , 0,1,..., 1
k

n
k

k k
k n

n n


 

     。对非负整数m ，设
1

0

n
m

m k

k

a




 ，则由

例 1， |n m时 ma n ，n m时 0ma  。设
21 1 1i

00 0

( e ) ( )
kn n n

n jn
j

j

k

k k

z z z b z
  

 

      ，

则对任意 0,1,..., 1k n  ，都有
1

0

n
n j

k j k

j

b




 ，于是 0{ }m ma  是一个常系数n 阶齐次线性递

推数列，递推式为
1

0

n

m n j m j

j

a b a


 



 。在上式中分别令 0,1,..., 1m n  ，得： 0m  时，

0 0 0 0, 1nn a b a b n b    ；1 1m n   时，0 , 0m n n m n n m n ma b a b n b       。所以

1 1

00

( ) 1
n n

n j

jk

n

jk

z z b z z
 



     。 


