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不定积分和定积分 

一、知识要点 

定义 1. 如果在区间 I 上，可导函数 ( )F x 的导函数为 ( )f x ，即对任一 x I ，都有

d ( )
'( ) ( )

d

F x
F x f x

x
  ，那么就称函数 ( )F x 为 ( )f x 在区间 I 上的一个原函数。 

定理 1.（原函数存在定理）如果函数 ( )f x 在区间 I 上连续，那么在区间 I 上存在可导函数

( )F x ，使得对任一 x I ，都有 '( ) ( )F x f x 。也就是说，连续函数一定有原函数。 

注：（1）如果 ( )F x 是 ( )f x 在区间 I 上的原函数，那么对任一常数C ，都有

[ ( ) ]' ( )F x C f x  ，即函数 ( )F x C 也是 ( )f x 的原函数。另一边，设 ( ), ( )F x G x 都是

( )f x 在区间 I 上的原函数，则对任一 x I ，都有 '( ) '( ) ( )F x G x f x  ，于是

[ ( ) ( )]' ( ) ( ) 0G x F x f x f x    ， ( ) ( )G x F x C  ，C 为常数。 

（2）初等函数的导函数都是初等函数，但是初等函数的原函数不一定是初等函数。例如

2sin
d , e dxx
x x

x



  都不是初等函数。但我们可以求出
sin x

x
（sinc 函数）和

2

e x （正态分

布中的高斯函数）在某些特定区间上的定积分，如
2

0

sin
d , e d

2

xx
x x

x




 



   。 

 

 

 

定义 2. 在区间 I 上，函数 ( )f x 的带有任意常数项的原函数称为 ( )f x 在区间 I 上的不定积

分，记作 ( )df x x 。其中 称为积分号， ( )f x 称为被积函数， ( )df x x称为被积表达式，

x 称为积分变量。由此定义可知，如果 ( )F x 是 ( )f x 在区间 I 上的一个原函数，那么

( )F x C 就是 ( )f x 的不定积分，即 ( )d ( )f x x F x C  。 

 

 

定理 2.（基本积分表）（1） k 是常数， dk x kx C  ；（2）常数 1   时，

1

d
1

x
x x C








 
 ；（3）

d
ln | |

x
x C

x
  （ 0x  时原函数为 ln x C ， 0x  时原函数

为 ln( )x C  ）；（4） cos d sinx x x C  ；（5） sin d cosx x x C   ；（6）
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e d ex xx C  ；（7） d
ln

x
x a

a x C
a

  ；（8） tan d ln | cos |x x x C   ；（9）

cot d ln | sin |x x x C  ；（10） ln d lnx x x x x C   ；（11）

2

d
arctan

1

x
x C

x
 


；（12）

2

d
arcsin

1

x
x C

x
 


 。 

 

 

 

性质 1.（1）设函数 ( )f x 和 ( )g x 的原函数存在，则

[ ( ) ( )]d ( )d ( )df x g x x f x x g x x     。（2）设函数 ( )f x 的原函数存在， k 为非零常

数，则 ( )d ( )dk f x x k f x x  。 

 

 

 

定义 3. 设函数 ( )f x 在[ , ]a b 上有界，在[ , ]a b 中任意插入若干个分点

0 1 2 1... n na x x x x x b       ，它们把区间[ , ]a b 分成n 个小区间

0 1 1 2 1[ , ], [ , ], ..., [ , ]n nx x x x x x ，各个小区间的长度依次为

1 1 0 2 2 1 1, , ..., n n nx x x x x x x x x          。在每个小区间 1[ , ]i ix x 上任取一点

1( )i i i ix x    ，作函数值 ( )if  与小区间长度 ix 的乘积 ( ) (1 )i if x i n    ，并作出

和
1

( )
n

i i

i

S f x


  。记 1 2max{ , ,..., }nx x x     ，如果当 0  时，这个和的极限总

存在，且与闭区间[ , ]a b 划分成小区间的方式及 i 的取法无关，就称这个极限 I 为函数

( )f x 在区间[ , ]a b 上的定积分（简称积分），记作 ( )d
b

a
f x x ，即

0
1

( )d lim ( )
nb

i i
a

i

f x x I f x







   。其中 ( )f x 叫做被积函数， ( )df x x叫做被积表达式，

x 叫做积分变量， a 叫做积分下限，b 叫做积分上限，[ , ]a b 叫做积分区间。 
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注：设 ( )y f x 在区间[ , ]a b 上非负、连续，则 ( )d
b

a
f x x 等于曲线 ( )y f x 、 x 轴、及

两条直线 ,x a x b  所围成的曲边梯形的面积。这就是定积分的几何意义。 

 

 

 

性质 2. 假定下列被积函数在积分区间上都是可积的。 

（1）设 ,  均为常数，则 [ ( ) ( )]d ( )d ( )d
b b b

a a a
f x g x x f x x g x x        。 

（2）设a c b  ，则 ( )d ( )d ( )d
b c b

a a c
f x x f x x f x x    。 

（3） 1d d
b b

a a
x x b a    。 

（4）如果在区间[ , ]a b 上 ( ) 0f x  ，则 ( )d 0
b

a
f x x  。 

（5）如果在区间[ , ]a b 上 ( ) ( )f x g x ，则 ( )d ( )d
b b

a a
f x x g x x  。 

 

 

 

性质 3.（1）设 ,m M 分别是函数 ( )f x 在区间[ , ]a b 上的最小值和最大值，则

( ) ( )d ( )
b

a
m b a f x x M b a    。 

（2）（定积分中值定理）如果函数 ( )f x 在积分区间[ , ]a b 上连续，那么存在 [ , ]a b  使得

( )d ( )( )
b

a
f x x f b a  。 

 

 

 

定理 3.（1）设 ( )f x 在区间[ , ]a b 上连续，则 ( )f x 在[ , ]a b 上可积。 



不定积分和定积分 

 4 / 8 

 

（2）设 ( )f x 在区间[ , ]a b 上有界，且只有有限个间断点（也就是说在有限个点之外 ( )f x

都连续），则 ( )f x 在[ , ]a b 上可积。 

定理 4. 如果函数 ( )f x 在区间[ , ]a b 上连续，那么积分上限的函数 ( ) ( )d
x

a
x f t t   在

[ , ]a b 上可导，并且它的导函数为
d

'( ) ( )d ( )
d

x

a
x f t t f x

x
   。于是变上限积分函数

( )x 是 ( )f x 在[ , ]a b 上的一个原函数。 

 

定理 5.（微积分基本定理）如果函数 ( )F x 是连续函数 ( )f x 在区间[ , ]a b 上的一个原函

数，那么 ( )d ( ) ( )
b

a
f x x F b F a  。上式叫做牛顿-莱布尼茨公式，或微积分基本公式。 

 

 

 

 

 

二、例题精讲 

例 1.（1）设 n 为正整数。因为
1 1 11 1 1 1 1

d d d
1 1

n n n

n n n
x x x

n n x n n

  

   
    ，

1 1
d ln( 1) ln

n

n
x n n

x



   ，所以
1 1

ln( 1) ln
1

n n
n n

   


。 

（2）设 k 为正整数。因为
2 2 2

1 1 8

( )x y x y
 


，令 2y k x  ，我们有

1 1 1

2 2 2
1 1 12 2 2 2 2

2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
d d ( )d

1 1 (2 ) 2 (2 )

2 2

k k k

k k k
x x x

x k x x k x k
k k

  

  
     

 
 

   。 
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例 2. 设n 是正整数，则我们有：（1）
11 1

d 2( 1 )
n

n
x n n

n x



    ，

1

1 1
d 2( 1)

n

n
x n n

n x
    ； 

（2）
1

3/2 3/22
d [( 1) ]

3

n

n
n x x n n



    ， 3/2 3/2

1

2
d [ ( 1) ]

3

n

n
n x x n n


    ； 

（3）由前两问知，
1

1
2( 1 1) 2

n

j

n n
j

    ，
3/2 3/2

1

2 2
[( 1) 1]

3 3

n

j

n j n


    。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 3.（斜抛运动）考虑质点在竖直向下的地球引力作用下的运动轨迹。设 t 时刻质点位置

为 ( ( ), ( ))x t y t ，给定质点在 0t  时刻的初始位置 ( (0), (0))x y 和初始速度 ( '(0), '(0))x y ，

它在地球引力的作用下满足 ''( ) 0, ''( )x t y t g   。所以

0
'( ) '(0) ''( )d '(0)

t

x t x x u u x   ，
0

'( ) '(0) ''( )d '(0)
t

y t y y u u y gt    ，

0
( ) (0) '( )d (0) '(0)

t

x t x x u u x x t    ，

2

0

1
( ) (0) '( )d (0) '(0)

2

t

y t y y u u y y t gt     。 

 

 

 

 

 

 



不定积分和定积分 

 6 / 8 

 

 

例 4.（2009，高联）设 n 为正整数，求证：
2

1

1
1 ln

1 2

n

k

k
n

k

   


 。 

 

 

 

 

 

 

 

例 5.（1996，中国数学奥林匹克）设n 为正整数， 0 0x  ，1 i n  时 0ix  ，且

1

1
n

i

i

x


 。求证：
1 0 1 1

1
21 ... ...

n
i

i i i n

x

x x x x x



 

 
      

 。 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 6. 设n 为正整数，则
( 1)

1 2 ...
2

n n
n


    ， 2 2 2 ( 1)(2 1)

1 2 ...
6

n n n
n

 
    ，

2 2
3 3 3 ( 1)

1 2 ...
4

n n
n


    。分别利用定义和上述公式计算定积分

1 1 1
2 3

0 0 0
d , d , dx x x x x x   。 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 7. （莱布尼茨级数）因为
2

1
d arctan

1
x x C

x
 


，所以由牛顿-莱布尼茨公式，

1

20

1
d arctan1 arctan 0

1 4
x

x


  

 。另一边，0 1x  时，
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2 4 6 2

2
0

1
1 ... ( 1)

1

n n

n

x x x x
x





 


    ，
1

2

0

1
d

2 1

nx x
n


 ，所以

1

20
0

1 1 1 1 1
d 1 ... ( 1)

4 1 3 5 7 2 1

n

n

x
x n

 



       
 

 。这里我们假定

1 1
2 2

0 0
0 0

( 1) d ( 1) dn n n n

n n

x x x x
 

 

     成立。 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 8.（交错调和级数）因为
1

ln(1 )
1

x C
x
  


，所以由牛顿-莱布尼茨公式，

1

0

1
d ln 2 ln1 ln 2

1
x

x
  

 。另一边，0 1x  时，

2 3

0

1
1 ... ( 1)

1

n n

n

x x x x
x





      


 ，
1

0

1
d

1

nx x
n


 ，所以

1

0
0

1 1 1 1 1
ln 2 d 1 ... ( 1)

1 2 3 4 1

n

n

x
x n





       
 

 。这里我们假定

1 1

0 0
0 0

( 1) d ( 1) dn n n n

n n

x x x x
 

 

     成立。 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 9.（2022，全国卷 II 高考）已知函数 ( ) e eax xf x x  ， a 为实数。 

（1）当 1a  时，讨论 ( )f x 的单调性；（2）当 0x  时， ( ) 1f x   ，求a 的取值范围；

（3）设 n 为正整数，求证：
1

1
ln( 1)

( 1)

n

j

n
j j

 


 。 
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例 10.（2024，清华新领军一试）证明极限
1

0
lim e dn x

n
nx x

  存在并求出它的值。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 11.（2024，清华新领军 8 月零试）设实数 ,a b使
2

2 2

0
( cos sin ) dx a x b x x



  取到最

小值，求 ,a b的值。 


