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笔者最近没有在给中学生讲不等式专题，而且本文中的不等式也不适合讲给高中数学竞赛的初学者。这

篇短文的主要内容是几年前写的，现在发出来一是觉得这些不等式漂亮而且（在高等数学里）重要，二是给

以前没写完的文章封个口。与几乎只在数学竞赛中出现的平面几何不同，不等式无论在数学竞赛还是前沿的

数学研究中都是一个重要的方向。数学竞赛里考察的是初等不等式，但笔者在搜索中发现似乎很少有高等不

等式的说法。之所以标题里会这样写，是为了和初等不等式作对比，彰显它们在本科以上的分析学中的重要

地位。我们先从一些文中用到的基础知识说起。

定定定理理理 0.1 (∗/∞型的Stolz-Cesáro定理). 设{an}n≥1, {bn}n≥1是两个实数列，bn > 0, n ≥ 1，且级数
∑∞

n=1 bn发

散。若存在极限limn→∞
an
bn

= C，则有limn→∞

∑n
i=1 ai∑n
i=1 bi

= C 1○，这里C可以取±∞。

证. （1）先考虑C有限的情形。对任意ϵ > 0，存在正整数n0，使得对任意的n ≥ n0，都有|an
bn

− C| < ϵ，

即|an − Cbn| < ϵbn。存在正整数n1 > n0，使得对任意的n ≥ n1，都有ϵ
∑n

i=n0+1 bi >
∑n0

i=1 |ai − Cbi|。于
是N > n1时，有

|
N∑
i=1

ai − C

N∑
i=1

bi| ≤
N∑
i=1

|ai − Cbi| ≤
n0∑
i=1

|ai − Cbi|+
N∑

i=n0+1

ϵbi ≤ 2ϵ

N∑
i=1

bi,

所以N > n1时，|
∑N

i=1 ai∑N
i=1 bi

− C| ≤ 2ϵ， 1○式得证。

（2）C = ±∞时，不妨设C = +∞。则对任意M > 0，存在正整数n0，使得对任意的n ≥ n0，都有
an
bn

>

M + 1，即an > (M + 1)bn。存在正整数n1，使得对任意的n ≥ n1，都有
∑n

i=1 bi >
∑n0

i=1 |ai − Mbi|。于
是N > N0 = max(n0, n1)时，有

N∑
i=1

ai −M

N∑
i=1

bi ≥ −
n0∑
i=1

|ai −Mbi|+
N∑

i=n0+1

bi ≥ 0,

所以N > N0时，

∑N
i=1 ai∑N
i=1 bi

≥ M， 1○式得证。

英国数学家哈代（Godfrey Harold Hardy，1877年—1947年）是华罗庚和印度天才数学家拉马努金的老

师。他在分析学，尤其是解析数论领域留下了许多重要工作。他于1920年发表并证明了下述不等式：

定定定理理理 0.2 (哈代不等式). （1）离散形式：设{an}n≥1是一列非负实数，则对任何实数p > 1，我们有

∑
n≥1

(
a1 + a2 + ...+ an

n
)p ≤ (

p

p− 1
)p

∑
n≥1

apn, 1○

（2）积分形式：设f : R≥0 → R≥0是一个非负可测函数，则∫ +∞

0

(
1

x

∫ x

0

f(t)dt)p ≤ (
p

p− 1
)p

∫ +∞

0

f(x)pdx, 2○

证. （1）k ≥ 1时，设Ak =
1

k

∑k
j=1 aj，令A0 = 0，则ak = kAk − (k − 1)Ak−1, k ≥ 1。对固定的N ∈ Z+，
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我们先证明
∑N

k=1 A
p
k ≤ p

p− 1

∑N
k=1 akA

p−1
k 3○。由均值不等式，pAk−1A

p−1
k ≤ Ap

k−1 + (p− 1)Ap
k，所以

3○右边−左边 =
p

p− 1

N∑
k=1

((kAk − (k − 1)Ak−1)A
p−1
k −Ap

k) =

N∑
k=1

(
pk

p− 1
− 1)Ap

k

− p

p− 1

N∑
k=1

(k − 1)Ak−1A
p−1
k ≥

N∑
k=1

(
pk

p− 1
− 1)Ap

k −
N∑

k=1

(k − 1)(
Ap

k−1

p− 1
+Ap

k)

=

N∑
k=1

(
pk

p− 1
− 1− (k − 1))Ap

k −
N−1∑
k=0

k

p− 1
Ap

k =
N

p− 1
Ap

N ≥ 0,

最后一个等号是因为1 ≤ k ≤ N − 1时，
pk

p− 1
− 1− (k − 1)− k

p− 1
= 0， 3○式得证。由赫尔德不等式，

3○式右边 ≤ p

p− 1
(

N∑
k=1

apk)
1
p (

N∑
k=1

A
(p−1)· p

p−1

k )
p−1
p =

p

p− 1
(

N∑
k=1

apk)
1
p (

N∑
k=1

Ap
k)

p−1
p ,

由 3○式，有
∑N

k=1 A
p
k ≤ p

p− 1
(
∑N

k=1 a
p
k)

1
p (
∑N

k=1 A
p
k)

p−1
p ,

∑N
k=1 A

p
k ≤ (

p

p− 1
)p

∑N
k=1 a

p
k。上式中令N →

∞即得 1○式。注： 1○式右边的常数(
p

p− 1
)p是最优的。令α =

1

p
∈ (0, 1), an = n−α, n ≥ 1，我们先证

明limN→∞
AN

aN
=

p

p− 1
4○。由伯努利不等式，

1− α

n
≥ (1 +

1

n
)1−α − 1, (1− α)n−α ≥ (n+ 1)1−α − n1−α,

n∑
i=1

i−α ≥ 1

1− α

n∑
i=1

((i+ 1)1−α − i1−α) =
1

1− α
((n+ 1)1−α − 1),

所以AN ≥ 1

(1− α)N
((N + 1)1−α − 1)，

4○式左边 ≥ 1

1− α
lim

N→∞
Nα−1((N + 1)1−α − 1) =

p

p− 1
lim

N→∞
((1 +

1

N
)1−α −Nα−1) =

p

p− 1
,

另一边，由伯努利不等式，

1− α

n
≤ 1− (1− 1

n
)1−α, (1− α)n−α ≤ n1−α − (n− 1)1−α,

n∑
i=1

i−α ≤ 1

1− α

n∑
i=1

(i1−α − (i− 1)1−α) =
1

1− α
n1−α, An ≤ 1

1− α
n−α,

所以 4○式左边≤ 1

1− α
=

p

p− 1
。综上所述， 4○式得证。于是limN→∞

Ap
N

apN
= (

p

p− 1
)p，且正项级数

∑∞
n=1 a

p
n =

∑∞
n=1 n

−1发散，所以由Stolz-Cesáro定理，我们有limN→∞

∑N
n=1 A

p
n∑N

n=1 a
p
n

= limN→∞
Ap

N

apN
= (

p

p− 1
)p。所

以 1○式右边的常数(
p

p− 1
)p是最优的。

（2）哈代不等式和下述Carleman不等式的积分形式都可以仿照离散形式给出证明，本文中不再赘述。

瑞典数学家卡莱曼（Torsten Carleman，1892年—1949年）是Mittag-Leffler研究所的首任所长，被认为是
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瑞典数学史上最有影响力的学者。致力于分析学研究的他于1923年证明了下述不等式：

定定定理理理 0.3 (Carleman不等式). （1）离散形式：设{an}n≥1是一列非负实数，我们有∑
n≥1

(a1a2...an)
1
n ≤ e

∑
n≥1

an, 1○

（2）积分形式：设f : R≥0 → R≥0是一个非负可测函数，则∫ +∞

0

exp(
1

x

∫ x

0

log f(t)dt)dx ≤ e

∫ +∞

0

f(x)dx, 2○

证. （1）我们先证明(n!)
1
n ≥ n+ 1

e
3○。因为

(k + 1)k

kk
= (1 +

1

k
)k ≤ e, k ≥ 1，所以。en ≥ (n+ 1)n

nn
·

nn−1

(n− 1)n−1
· ... · 2

1

11
=

(n+ 1)n

n!
， 3○式得证。于是我们有

(a1a2...an)
1
n = [

a1(2a2)...(nan)

n!
]
1
n ≤ 1

n(n!)
1
n

(a1 + 2a2 + ...+ nan) ≤
e

n(n+ 1)
(a1 + 2a2 + ...+ nan),∑

n≥1

(a1a2...an)
1
n ≤

∑
n≥1

e

n(n+ 1)
(a1 + 2a2 + ...+ nan) = e

∑
k≥1

(kak
∑
n≥k

1

n(n+ 1)
) = e

∑
k≥1

kak · 1
k
= e

∑
k≥1

ak,

1○式得证。注：（i） 3○的另证：先证明
√
2πn ≥ (1 +

1

n
)n 4○。n = 1时，

√
2π > 2，n ≥ 2时，

√
2πn >

π > e > (1+
1

n
)n。由斯特林近似公式和 4○式，n! ≥

√
2πnnne−n ≥ (1+

1

n
)nnne−n = (

n+ 1

e
)n， 3○式得证。

（ii） 1○式右边的常数e是最优的。先证明(n!)
1
n ≤ (n+ 1)

n+1
n

e
5○。这是因为e ≤ (1 + 1

n )
n+1 (n+1)n+1

nn+1 ，所

以en ≤ (n+ 1)n+1

nn+1
· nn

(n− 1)n
· ... · 2

2

12
=

(n+ 1)n+1

n!
， 5○式得证。然后设N ∈ Z+，取an =

1

n
, 1 ≤ n ≤ N，

我们证明

lim
N→∞

∑
1≤n≤N (a1a2...an)

1
n∑

1≤n≤N an
= lim

N→∞

∑
1≤n≤N (n!)−

1
n∑

1≤n≤N n−1
= e, 6○

因为
∑

n≥1 n
−1是正项级数且发散，由Stolz-Cesáro定理和 5○式，我们有：

6○式中间 = lim
N→∞

(N !)−
1
N

N−1
= lim

N→∞

N

(N !)
1
N

≥ lim
N→∞

eN

(N + 1)
N+1
N

= e, 7○

上式最右边的等号使用了

lim
N→∞

N

N + 1
= 1, lim

N→∞

1

N
log(N + 1) = 0, lim

N→∞
(N + 1)

1
N = lim

N→∞
exp(

1

N
log(N + 1)) = 1,

由 1○式可得， 7○式中间≤ e，于是 6○式得证。由此推出 1○式右边的常数e是最优的。 注：可以不使用 5○式，
直接由斯特林近似公式证明 7○式中间= e。我们有

N ! ∼
√
2πNNNe−N , (N !)

1
N ∼ (

√
2πN)

1
N
N

e
∼ N

e
, 所以 lim

N→∞

N

(N !)
1
N

= e,

这里f(N) ∼ g(N)表示limN→∞
f(N)

g(N)
= 1。
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法二：先证明对任意正整数n，有limp→∞(
a

1
p

1 + a
1
p

2 + ...+ a
1
p
n

n
)p = (a1a2...an)

1
n 8○。设bi = log ai, i ≥

1，则p → ∞时，e
1
p bi = 1 +

1

p
bi +O(

1

p2
)，所以对任意n ≥ 1，有

log((
a

1
p

1 + a
1
p

2 + ...+ a
1
p
n

n
)p) = p log(

1

n

n∑
i=1

e
1
p bi) = p log(1 +

1

pn

n∑
i=1

bi +O(
1

p2
))

= p(
1

pn

n∑
i=1

bi +O(
1

p2
)) =

1

n

n∑
i=1

bi +O(
1

p
), p → ∞时,

所以 8○式左边= limp→∞ exp(
1

n

∑n
i=1 bi +O(

1

p
)) = 8○式右边。由哈代不等式，

N∑
n=1

(
a

1
p

1 + a
1
p

2 + ...+ a
1
p
n

n
)p ≤ (

p

p− 1
)p

N∑
n=1

a
1
p ·p
n = (

p

p− 1
)p

N∑
n=1

an,

上式左右两边令p → ∞即得
∑N

n=1(a1a2...an)
1
n ≤ limp→∞(

p

p− 1
)p

∑N
n=1 an = e

∑N
n=1 an。再令N → ∞即

得 1○式成立。

德国数学家希尔伯特（David Hilbert，1862年—1943年）是19世纪末20世纪初国际数学界的领袖，也是

本文的三位主角中咖位最高的大佬。他见证了哥廷根的数学在两次世界大战的战火中从繁荣转向衰败。他

于20世纪初提出了下列关于二次型的不等式：

定定定理理理 0.4 (希尔伯特不等式). （1）设{an}n≥1, {bn}n≥1是两列实数，我们有

∣∣ ∞∑
m,n=1

ambn
m+ n

∣∣ ≤ π

√√√√(

∞∑
m=1

a2m)(

∞∑
n=1

b2n), 1○

（2）设{an}n≥1, {bn}n≥1是两列非负实数，p, q > 1,
1

p
+

1

q
= 1。我们有

∞∑
m,n=1

ambn
m+ n

≤ π

sin(πp )
(

∞∑
m=1

apm)
1
p (

∞∑
n=1

bqn)
1
q , 2○

证. （1）由柯西不等式，设参数λ > 0待定，我们有

(

∞∑
m,n=1

ambn
m+ n

)2 ≤ (

∞∑
m,n=1

a2m
m+ n

(
m

n
)2λ)(

∞∑
m,n=1

b2n
m+ n

(
n

m
)2λ), 3○

上式中系数(
m

n
)2λ, (

n

m
)2λ的作用是互相补偿，使右边两个括号中的二重级数收敛。使用文末附上证明的含

参积分

∫ ∞

0

1

(1 + y)yλ
dy =

π

sin(πλ)
, 0 < λ < 1 4○，我们有

∞∑
m,n=1

a2m
m+ n

(
m

n
)2λ =

∞∑
m=1

a2m

∞∑
n=1

1

m+ n
(
m

n
)2λ,

∞∑
n=1

1

m+ n
(
m

n
)2λ ≤

∫ ∞

0

1

m+ x

m2λ

x2λ
dx =

∫ ∞

0

1

(1 + y)y2λ
dy =

π

sin(2πλ)
,
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为了使上式右边的积分收敛，我们要求0 < λ <
1

2
。取λ =

1

4
，我们有 3○式右边≤ π2(

∑∞
m=1 a

2
m)(

∑∞
n=1 b

2
n)，

于是证明了L2希尔伯特不等式 1○。
法二（Toeplitz法）：n ∈ Z\{0}时，函数t 7→ t− π, 0 ≤ t ≤ 2π的傅里叶系数为∫ 2π

0

(t− π)eintdt =
(t− π)eint

in

∣∣∣2π
0

− 1

in

∫ 2π

0

eintdt =
2π

in
,

所以对实数列ak, bk, k ≥ 1，我们有

∣∣ ∞∑
m,n=1

ambn
m+ n

∣∣ = ∣∣ i

2π

∫ 2π

0

(t− π)(
∑
m≥1

ameimt)(
∑
n≥1

bne
int)dt

∣∣
≤ ∥t− π∥∞

2π

∫ 2π

0

|(
∑
m≥1

ameimt)(
∑
n≥1

bne
int)|dt ≤ π∥a∥2∥b∥2,

1○式得证。我们在最后一步使用了下列事实：设ã(t) =
∑
m≥1

ameimt, b̃(t) =
∑
n≥1

bne
int，由柯西不等式

和Plancherel定理，我们有 ∫ 2π

0

|ã(t)b̃(t)|dt ≤ ∥ã∥2∥b̃∥2 = 2π∥a∥2∥b∥2,

（2）由赫尔德不等式和（1）问证明中的 4○式，我们有

∞∑
m,n=1

ambn
m+ n

≤ (

∞∑
m,n=1

apm
m+ n

(
m

n
)pλ)

1
p (

∞∑
m,n=1

bqn
m+ n

(
n

m
)qλ)

1
q , 5○

∞∑
m,n=1

apm
m+ n

(
m

n
)pλ =

∞∑
m=1

apm

∞∑
n=1

1

m+ n
(
m

n
)pλ,

∞∑
n=1

1

m+ n
(
m

n
)pλ ≤ π

sin(pπλ)
,

∞∑
m,n=1

bqn
m+ n

(
n

m
)qλ =

∞∑
n=1

bqn

∞∑
m=1

1

m+ n
(
n

m
)qλ,

∞∑
m=1

1

m+ n
(
n

m
)qλ ≤ π

sin(qπλ)
,

所以 5○式右边 ≤ (

∞∑
m,n=1

apm
m+ n

)
1
p (

∞∑
m,n=1

bqn
m+ n

)
1
q (

π

sin(pπλ)
)

1
p (

π

sin(qπλ)
)

1
q , 6○

我们需要最小化(
π

sin(pπλ)
)

1
p (

π

sin(qπλ)
)

1
q。与（1）问类似，为了使

∫ ∞

0

1

(1 + y)ypλ
dy,

∫ ∞

0

1

(1 + y)yqλ
dy收

敛，我们要求0 < λ < min(
1

p
,
1

q
)。设F (λ) =

1

p
log sin(pπλ) +

1

q
log sin(qπλ)，则F ′(λ) = π(cot(pπλ) +

cot(qπλ))是单调减函数，pπλ+ qπλ = π时，F ′(λ) = 0，此时F取最大值，λ =
1

p+ q
, pλ =

1

q
, qλ =

1

p
。代

入 6○式，得 2○式成立。注： 2○式右边的常数
π

sin(πp )
是最优的（所以 1○式右边的常数π也是最优的）。设ϵ是

一个小正数，满足1 + ϵ < min(p, q),
1

p
− ϵ

q
>

1

2p
。令an = n− 1+ϵ

p , bn = n− 1+ϵ
q ，则ϵ → 0时，有

∑
n≥1

apn =
∑
n≥1

bqn =
∑
n≥1

n−1−ϵ ∼
∫ ∞

1

x−1−ϵdx =
1

ϵ
,

∞∑
m,n=1

ambn
m+ n

=

∞∑
m,n=1

1

(m+ n)m
1+ϵ
p n

1+ϵ
q

≥
∫∫

[1,∞)2

dxdy

(x+ y)x
1+ϵ
p y

1+ϵ
q

(令y = ux)
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=

∫ ∞

1

∫ ∞

1
x

dxd(ux)

x(1 + u)x1+ϵu
1+ϵ
q

=

∫ ∞

1

dx

x1+ϵ

∫ ∞

1
x

du

(1 + u)u
1+ϵ
q

, 7○

因为0 <

∫ 1
x

0

du

(1 + u)u
1+ϵ
q

<

∫ 1
x

0

u− 1+ϵ
q du =

1

1− 1+ϵ
q

(
1

x
)1−

1+ϵ
q =

1
1
p − ϵ

q

x− 1
p+

ϵ
q，所以

7○式右边 ≥
∫ ∞

1

dx

x1+ϵ
(

∫ ∞

0

du

(1 + u)u
1+ϵ
q

− 1
1
p − ϵ

q

x− 1
p+

ϵ
q )

=
1

ϵ

∫ ∞

0

du

(1 + u)u
1+ϵ
q

−O(1) ·
∫ ∞

1

x−1− 1+ϵ
p dx =

1

ϵ

π

sin(π 1+ϵ
q )

−O(1), ϵ → 0时，

所以limϵ→0(
∑∞

m,n=1

ambn
m+ n

/
[(
∑∞

m=1 a
p
m)

1
p (
∑∞

n=1 b
q
n)

1
q ]) =

π

sin(πq )
=

π

sin(πp )
， 2○式右边的常数

π

sin(πp )
是最

优的。

例例例 0.1. 设n ∈ Z+，任取实数列{ai}1≤i≤n，正实数列{λi}1≤i≤n，我们有∑
1≤i,j≤n

aiaj
λi + λj

≥ 0 1○, 特别地，
∑

1≤i,j≤n

aiaj
i+ j

≥ 0,

证. 运用算两次的方法，我们有

1○式左边 =
∑

1≤i,j≤n

aiaj

∫ 1

0

tλi+λj−1dt =

∫ 1

0

1

t
(

n∑
i=1

ait
λi)2dt ≥ 0,

例例例 0.2 (希尔伯特不等式证法一中的含参积分). 我们证明

∫ ∞

0

1

(1 + y)yλ
dy =

π

sin(πλ)
, 0 < λ < 1, 1○。

（1）回忆Γ函数在λ > 0时被定义为下述含参积分：Γ(λ) =
∫∞
0

xλ−1e−xdx。求证：对0 < λ < 1，我们有∫ ∞

0

1

(1 + y)yλ
dy = Γ(λ)Γ(1− λ), 2○

证. （1）下文中令x = yt, u =
1

t
，我们有

Γ(λ)Γ(1− λ) =

∫∫
R2

+

xλ−1e−xy−λe−ydxdy =

∫∫
R2

+

(yt)λ−1e−yty−λe−yd(yt)dy

=

∫∫
R2

+

y−1tλ−1e−y(t+1)ydtdy =

∫ ∞

0

tλ−1dt

∫ ∞

0

e−y(t+1)dy =

∫ ∞

0

tλ−1 1

t+ 1
dt

=

∫ 0

∞
u1−λ 1

1
u + 1

d
1

u
=

∫ ∞

0

u1−λ u

u+ 1
u−2du =

∫ ∞

0

1

(u+ 1)uλ
du,

所以 2○式得证。

（2）由Γ函数的欧拉反射公式Γ(λ)Γ(1− λ) =
π

sin(πλ)
，我们得到 1○式成立。（实话说，我不太喜欢这个证

法，因为我们不会证欧拉反射公式，这要使用一些关于Γ函数的深奥知识。）

（3）我们在这里提供一个使用复分析的完整做法。设y = ex, R > 1, a = 1 − λ ∈ (0, 1)，则 1○式左
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边=

∫ +∞

−∞

eax

1 + ex
dx = lim

R→∞
IR，其中设IR =

∫ R

−R

eax

1 + ex
dx。在复平面上，设f(z) =

eaz

1 + ez
，考察逆时针

的长方形边界环路CR = {x, −R ≤ x ≤ R} ∪ {R + yi, 0 ≤ y ≤ 2π} ∪ {x + 2πi, R ≥ x ≥ −R} ∪ {−R +

yi, 2π ≥ y ≥ 0}，设后面三段路径分别是C1
R, C

2
R, C

3
R。因为z ∈ C是f(z)的奇点当且仅当1 + ez = 0，所

以f(z)在CR围成的区域内部只有一个奇点z1 = πi。在z1附近，1 + ez = 1 − ez−z1 = −(z − z1) + O((z −

z1)
2), f(z) = eaπi(− 1

z − z1
+ O(1))，所以z1是f(z)的单极点。由留数定理，

∮
CR

f(z)dz = 2πiRes(f, z1) =

2πi(−eaπi) 3○。另一边，z ∈ C1
R时，|f(z)| ≤ eaR

eR − 1
≤ eaR

eR/2
= 2e(a−1)R, lim

R→∞

∫
C1

R

f(z)dz = 0。同

理，z ∈ C3
R时，|f(z)| ≤ e−aR

1− e−R
≤ e−aR

1/2
= 2e−aR, lim

R→∞

∫
C3

R

f(z)dz = 0。最后，z ∈ C2
R时，f(z) =

e2πiaf(z − 2πi)，所以

∫
C2

R

f(z)dz = −e2πiaIR， 3○式左边= (1− e2πia)IR +

∫
C1

R

+

∫
C3

R

f(z)dz。令R → ∞，

得(1− e2πia) limR→∞ IR = 2πi(−eaπi), limR→∞ IR =
2πieaπi

e2aπi − 1
=

π

ℑ(eaπi)
=

π

sin(πλ)
， 1○式得证。

值得一提的是，本文题目中的三位数学家都可谓大名鼎鼎，著作等身，桃李满堂，是近代数学史上分量

很重的大佬。文中属于他们的三个不等式在他们诸多辉煌的工作中几乎都只占很小的分量。

7


