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2021 年年年全全全国国国高高高中中中数数数学学学联联联合合合竞竞竞赛赛赛一一一试试试（（（A 卷卷卷）））

一一一、、、填填填空空空题题题：：：本本本大大大题题题共共共 8 小小小题题题，，，每每每小小小题题题 8 分分分，，，满满满分分分 64 分分分.

1. 设等差数列 {an} 满足 a2021 = a20 + a21 = 1，则 a1 的值为 .

2. 设集合 A = {1, 2,m}，其中 m 为实数. 令 B = {a2 | a ∈ A}, C = A ∪ B.
若 C 的所有元素之和为 6，则 C 的所有元素之积为 .

3. 设函数 f(x) 满足：对任意非零实数 x，均有 f(x) = f(1) · x +
f(2)

x
− 1，

则 f(x) 在 (0,+∞) 上的最小值为 .

4. 设函数 f(x) = cosx + log2 x(x > 0)，若正实数 a 满足 f(a) = f(2a)，
则 f(2a)− f(4a) 的值为 .

5. 在△ABC 中，AB = 1, AC = 2, B−C =
2π

3
，则△ABC 的面积为 .

6. 在平面直角坐标系 xOy 中，抛物线 Γ : y2 = 2px(p > 0) 的焦点为 F，
过 Γ 上一点 P（异于 O）作 Γ 的切线，与 y 轴交于点 Q. 若 |FP | = 2, |FQ| = 1，

则
−−→
OP ·

−−→
OQ 的值为 .

7. 一颗质地均匀的正方体骰子，六个面上分别标有点数 1, 2, 3, 4, 5, 6. 随机
地抛掷该骰子三次（各次抛掷结果互相独立），所得的点数依次为 a1, a2, a3，
则 |a1 − a2|+ |a2 − a3|+ |a3 − a1| = 6 的概率为 .

8. 设有理数 r =
p

q
∈ (0, 1)，其中 p, q 为互质的正整数，且 pq 整除 3600. 这样

的有理数 r 的个数为 .
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二二二、、、解解解答答答题题题：：：本本本大大大题题题共共共 3 小小小题题题，，，满满满分分分 56 分分分. 解解解答答答应应应写写写出出出文文文字字字说说说明明明、、、证证证明明明过过过
程程程或或或演演演算算算步步步骤骤骤.

9.（（（本本本题题题满满满分分分 16 分分分）））已知复数列 {zn} 满足：

z1 =

√
3

2
, zn+1 = zn(1 + zni), n ≥ 1,

其中 i 为虚数单位. 求 z2021 的值.

10.（（（本本本题题题满满满分分分 20 分分分）））在平面直角坐标系中，函数 y =
x+ 1

|x|+ 1
的图像上有三

个不同的点位于直线 l 上，且这三点的横坐标之和为 0. 求 l 的斜率的取值范围.

11.（（（本本本题题题满满满分分分 20 分分分）））如图，正方体 ABCD − EFGH 的棱长为 2，在正方
形 ABFE 的内切圆上任取一点 P1，在正方形 BCGF 的内切圆上任取一点 P2，在
正方形 EFGH 的内切圆上任取一点 P3. 求 |P1P2|+ |P2P3|+ |P3P1| 的最小值与最
大值.
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2021 年年年全全全国国国高高高中中中数数数学学学联联联合合合竞竞竞赛赛赛加加加试试试（（（A 卷卷卷）））

一一一、、、（（（本本本题题题满满满分分分 40 分分分）））给定整数 k ≥ 2 与 k 个非零实数 a1, a2, · · · , ak. 求
证：至多有有限个 k 元正整数组 (n1, n2, · · · , nk)，满足 n1, n2, · · · , nk 互不相同，
且

a1 · n1! + a2 · n2! + · · ·+ ak · nk! = 0.

二二二、、、（（（本本本题题题满满满分分分 40 分分分）））如图，在 △ABC 中，M 是边 AC 的中点. D,E 是
△ABC 的外接圆在 A 处的切线上的两点，满足 MD ∥ AB，且 A 是线段 DE 的
中点. 过 A,B,E 的圆与边 AC 交于另一点 P，过 A,D,P 的圆与 DM 的延长线交
于点 Q. 求证：∠BCQ = ∠BAC.

三三三、、、（（（本本本题题题满满满分分分 50 分分分）））设整数 n ≥ 4. 求证：若 n 整除 2n − 2，则
2n − 2

n
是

合数.

四四四、、、（（（本本本题题题满满满分分分 50 分分分）））求具有下述性质的最小正数 c：对任意整数 n ≥ 4，以
及集合 A ⊆ {1, 2, · · · , n}，若 |A| > cn，则存在函数 f : A → {−1, 1}，满足∣∣∣∣∣∑

a∈A
f(a) · a

∣∣∣∣∣ ≤ 1.
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