
2025 年广州市中学生数学与科学联赛（数学） 
(一试) 

本试卷共 2 页， 12 小题，满分 120 分，考试用时 90 分钟。 
 
一，填空题（每小题 8 分，共 80 分） 

1．已知等差数列 {𝑎𝑛} 的公差为 2𝜋

3
 ，集合 𝐴 = {sin𝑎𝑛 ∣ 𝑛 ∈ 𝐍∗} 有且仅有两个元素，则

集合 𝐴 的两个元素之积为__________． 

2．已知实数 𝑎, 𝑏 满足 ln√2𝑎 − 1 + 𝑎 − 5 = 0 ， e𝑏 + 𝑏 − 9 = 0 ，则 2𝑎 +

𝑏 =__________． 

3．记 △ 𝐴𝐵𝐶 的内角 𝐴, 𝐵, 𝐶 所对的边分别为 𝑎, 𝑏, 𝑐 ，若 𝑎𝑏 ⋅ cos𝐶, 𝑏𝑐 ⋅ cos𝐴, 𝑐𝑎 ⋅

cos𝐵 依次构成公比为 2 的等比数列．则 tan𝐵 =__________． 

4．已知定义在 𝐑 上的奇函数 𝑓(𝑥) 满足 𝑓(−2 − 𝑥) = 𝑓(𝑥) ，且 𝑓(−3) = 1 ，则 
∑  

4𝑛+1

𝑖=1
𝑖2𝑓(𝑖) = __________． 

5．已知双曲线 𝐶: 𝑥2 −
𝑦2

3
= 1 的左，右焦点分别为 𝐹1, 𝐹2 ，过 𝐹2 的直线 𝑙 与 𝐶 的右

支交于 𝐴, 𝐵 两点，若 △ 𝐴𝐹1𝐵 的外接圆被 𝑥 轴截得的弦长为 7 ，则 
|𝐴𝐵| =__________． 

6．从棱长为 1 的正方体 𝐴1𝐵1𝐶1𝐷1 − 𝐴𝐵𝐶𝐷 的八个顶点中随机取出 4 个点，记这四个

点构成的空间几何体的体积为 𝑉 ，规定四点共面时 𝑉 = 0 ．则 𝑉 的数学期望为

__________． 

7．两个正整数 𝑎, 𝑏(𝑎 ⩽ 𝑏) 满足：(𝑎, 𝑏) + [𝑎, 𝑏] + 𝑎 + 𝑏 = 𝑎 ⋅ 𝑏（其中 (𝑎, 𝑏) 表示 𝑎 与 
𝑏 的最大公约数，[𝑎, 𝑏]表示 𝑎 与 𝑏 的最小公倍数），记 𝑎 + 𝑏 = 𝑛 ，则所有 𝑛 的取值

之和为__________． 

8．已知正数 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤 满足 𝑥 + 2𝑦 ⩽ 3𝑧 + 4𝑤, 𝑥 ⩾ 𝑦 ⩾ 𝑧 ，则 4𝑤

3𝑦
+

𝑧

2𝑥
 的最小值为

__________． 

9．已知三棱锥 𝑃 − 𝐴𝐵𝐶 中，𝑃𝐴 ⊥ 平面 𝐴𝐵𝐶 ，且 𝑃𝐴 = 𝐵𝐶 = 1, 𝐴𝐵 + 𝐴𝐶 = 2 ，若二

面角 𝑃 − 𝐵𝐶 − 𝐴的平面角与 ∠𝐵𝐴𝐶 的大小相等，则三棱雉 𝑃 − 𝐴𝐵𝐶 的外接球表面积为 
__________． 

10 ．给定正整数 𝑛 ⩾ 4 ，由 3𝑛 + 1 条单位线段围成如图所示的 1 行 𝑛 列相连的单位

正方形的方格图，其中水平的单位线段称为＂横线段＂，坚直的单位线段称为＂坚线

段＂．现将方格图中的部分单位线段染成红色，如果图中的红色的横线段和红色的坚线段

总没有公共点，则称这种染法为＂无直角＂的．在所有使得上述方格图＂无直角＂的染法

中，恰有两条红色坚线段的染法种数为__________． 



 

二，解答题（每题 20 分，共 40 分） 

11．已知椭圆 𝐶:
𝑥2

𝑎2
+

𝑦2

𝑏2
= 1(𝑎 > 𝑏 > 0) 的短轴端点分别为 𝐴(0, 𝑏), 𝐵(0, −𝑏) ，以 𝐴𝐵 

为直径的圆与直线 𝑎𝑥 − 𝑏𝑦 = 0 的一个交点为 (1

2
,
√3

2
) 

（1）求椭圆 𝐶 的方程； 

（2）是否存在方向向量为 𝒏 = (√3, 1) 的直线 𝑙 ，与椭圆交于 𝐷, 𝐸 两点（异于点 

𝐴 ），且 𝐴𝐷⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 与 𝐴𝐸⃗⃗⃗⃗  ⃗ 的夹角为 2𝜋

3
 ？若存在，求出所有满足条件的直线方程；若不存

在，说明理由． 

12．已知 i 为虚数单位，复数 𝑧𝑖(𝑖 = 1,2,3) 满足：|𝑧2| = 1 且 |𝑧1 + 𝑖𝑧
2

2
| + |𝑧2 + 𝑧

3

2
| ⩽

3 ，求 |𝑧
1

2
+ 𝑧2| + |𝑧

2

2
+ 𝑧3| 的最大值． 
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(二试) 
1．对任意实数 𝑥1, 𝑥2,⋯ , 𝑥𝑛 ，证明： 

(max
1≤𝑖≤𝑛

 𝑥𝑖)

2

+ 4 ∑  

𝑛−1

𝑖=1

(max
1≤𝑗≤𝑖

 𝑥𝑗)(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖) ≤ 4𝑥𝑛
2
 

2. 如图，已知 𝐴𝐷 是 △ 𝐴𝐵𝐶 的高线，在 𝐴𝐷 上取点 𝐸, 𝐴𝐹 ⊥ 𝐶𝐸 于点 𝐹, 𝐴𝐹 交 𝐵𝐶 

于点 𝐺,𝐻𝐸 ⊥ 𝐴𝐵 于点 𝐻,𝐻𝐸 交 𝐵𝐶 于点 𝐼, 𝐵𝐸 与 𝐴𝐼 交于点 𝑀,𝐺𝐸 与 𝐴𝐶 交于点 

𝑁 ．求证：𝐻𝐹 与 𝑀𝑁 的交点在 𝐵𝐶 上． 

 

 


