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计数原理与排列组合 

一、知识要点 

1. 加法原理：完成一件事的方法可分成 n 个互不相交的类，在第一类到第n 类分别有

1 2, ,..., nm m m 种方法，则完成这件事总共有 1 2 .. nm m m   种方法。应用加法原理的关键

在于通过适当的分类，使得每一类都相对易于计数。 

 

2. 乘法原理：完成一件事的方法有 n 个步骤，从第一步到第n 步分别有 1 2, ,..., nm m m 种方

法，则总共完成这件事有 1 2... nm m m 种方法。应用乘法原理的关键在于通过适当地分步，

使得每一步都相对易于计数。 

 

3. 无重排列与组合：（1）无重排列：从n 个不同元素中任取m 个不同元素排成一列，不同

的排列种数称为排列数，记为 m

nA 或 m

nP 。由乘法原理得到
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（2）无重组合：从n 个不同元素中任取m 个元素并为一组，不同的组合种数称为组合

数，记为
n
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4. 可重排列与组合：（1）可重排列：从n 个不同元素中可重复地任取m 个元素排成一列，

不同的排列种数有 mn 种。 

（2）有限个重复元素的全排列：设 n 个元素由 k 个不同元素 1 2, ,..., ka a a 组成，分别有

1 2, ,..., kn n n 个（ 1 2 ... kn n n n    ），那么这n 个元素的全排列数为

1 2 1 2
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, ,..., ! !... !k k
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。 2k  时，我们有
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（3）可重组合：从n 个不同元素中，任意可重复地选取m 个元素，称为n 个不同中取m

个元素的可重组合，种数为
1n m

m

  
 
 

。 

（4）多元线性不定方程的正整数解个数：设 ,k n为正整数，则方程 1 2 ... kx x x n    的
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正整数解个数为
1

1

n

k
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5. 圆排列：在 n 个不同元素中，每次取出m 个元素排在一个圆环上，叫做一个圆排列（或

环状排列）。圆排列有三个特点：（1）无头无尾；（2）按照同一方向旋转后仍是同一排

列；（3）如果两个圆排列无论如何旋转都不相同，那么这两个圆排列才不相同。 

在 n 个元素中，每次取出m 个不同的元素进行圆排列，种数为

( 1)...( 1) !

( )!
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6. 容斥原理：设 1 2, ,..., nA A A 为有限集合，用 | |iA 表示集合 iA 中的元素个数，那么
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7.（1）二项式定理：设 n 为非负整数，则
0
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（2）多项式定理（multinomial theorem）：对任意正整数m 和非负整数n ，我们有 
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其中求和取遍所有满足 1 2 ... ma a a n    的非负整数 1 2, ,..., ma a a 。多项式系数

（multinomial coefficient）的定义在有限个重复元素的全排列中出现过： 
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二、例题精讲 

例 1.（第二类斯特林数）设 ( , )S n k 为n 元集分成 k 组的方法数，即将标有1,2,...,n的小球

分为 k 组，不考虑不同组的次序的方法数。我们称它为第二类斯特林数。它满足下列递推
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式： ( 1, ) ( , 1) ( , )S n r S n r rS n r    ， ( ,1) ( , ) 1S n S n n  。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 2.（第一类斯特林数）对1,2,...,n的每个排列 ，称 2( , ( ), ( ),...),1i i i i n    为 中

的一个圈，则 能被划分称若干个互不相交的圈。设 ( , )F n r 中是1,2,...,n的排列中恰有 r

个圈的排列的个数，称为第一类斯特林数。求证它满足递推式：

( 1, ) ( , 1) ( , )F n r F n r nF n r    ， ( ,1) ( 1)!, ( , ) 1F n n F n n   。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 3. 画出凸n 边形的所有对角线，假设没有三条对角线经过同一点，求凸n 边形被分成多

少块？这些对角线能围成多少个不同的三角形？ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 4. 设n 是非负整数，求证：
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例 5. 设 ( )n 为1,2,...,n中与n 互素的正整数的个数，试用容斥原理证明

1

1
( ) (1 )

m

i i

n n
p


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  ，其中 1 2, ,..., mp p p 是n 的所有不同的质因子。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 6. 设n 是非负整数，试求出

[ ]
3
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例 7. 假设有一只蚂蚁要从 (0,0)走到 ( , )n n ，它每一步只能从一个格点走到右边或上边相

邻的格点。已知它的路线从不走到直线 y x 上方，求合法道路的条数。 
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例 8.（1）在圆周上有2n个点，有多少种方法把一对点连接成弦后得到n 条互不相交的

弦？ 

（2）把凸n 边形剖分成三角形有多少种方法？ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 9.（错排问题）考虑1,2,...,n的所有 !n 个排列，假设 是其中一个排列，如果

( ) ,1i i i n    就称 i 为 的不动点。设 np 是没有不动点的排列的个数，试求 np 的表达

式。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 10. 长为 n 的字符串中的每个字符均为0,1,2，问有多少个这样的字符串，使得任意相

邻的两数只差至多为1？ 
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例 11. 在一个圆周上取 n 个点并作所有连接这n 个点中任意两点的弦。假设没有三条弦交

于一点，求圆盘被这些弦划分成多少块。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 12. 设数列 1{ }n na  满足对任意正整数n ，都有
|

2n

d

d n

a  。求证： | nn a 。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 13. {1,2,..., }n 有多少个子集中没有两个相邻的数？ 


