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图论入门 

前言：大数学家欧拉于 1736 年写文章讨论了著名的柯尼斯堡七桥问题，这被后人认

为是数学史上有关图论的第一篇文章。在今天这个信息时代，几乎可以想到的各个学科中

都问题都可以运用图模型求解。例如，生态环境中不同物种的竞争，社会组织中个体间的

影响关系，体育中单循环赛的结果，科研人员之间的合作关系，网站之间的链接，输入法

中根据词频联想下一个字或词，机器人如何在迷宫中规划到出口的最短路径等等，都可以

用图进行建模。 

 

一、知识要点 

定义 1.（1）一个图G由两类对象构成：它有一个被称为顶点的非空有限集V ，和一个被

称为边的有限集 E，每条边是一个顶点对，它们称为这条边的端点，这条边连接它的端

点。我们用 ( , )G V E 来表示顶点集为V ，边集为 E的图。 

（2）若一条边把一个顶点连接到它自身，就称这条边为环。 

（3）若有多条边连接同一对顶点，就称这些边为多重边。 

（4）每条边都连接两个不同顶点，且没有两条不同的边连接同一对顶点的图称为简单图。

也就是说，没有环或多重边的图叫简单图。 

 

 

 

上述定义中，每条边是一个无序对，它们没有方向，因此我们称这样的图为无向图。 
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定义 2.（1）一个有向图 ( , )G V E 由一个非空顶点集V 和一个有向边集 E组成。每条有

向边与一个有序顶点对相关联。与有序顶点对 ( , )u v 相关联的有向边开始于u，结束于 v。 

（2）有向图中，起点与终点相同的边称为环；同时开始于u，结束于v的多条边称为多重

有向边。 

（3）若一个有向图不包含环和多重有向边，就称它为简单有向图。 

 

 

 

 

定义 3.（1）若 ,u v是无向图 ( , )G V E 中一条边e的端点，则称两个顶点 ,u v在G里相

邻。称边e关联顶点 ,u v，或边e连接 ,u v。 

（2）无向图G中，顶点v的所有相邻顶点的集合记作 ( )N v ，称为v的邻居。 

（3）无向图G中，顶点v的度是与v相关联的边的数目。v到自身的环对v的度贡献为

2。 v的度记为deg( )v 。 

 

 

定义 4.（1）设 ( , )G V E 为有向图， ( , )u v 是G的一条有向边，则称u是这条边的起点，

v是这条边的终点。 

（2）在有向图G中，顶点 v的入度是以v为终点的边数，记作deg ( )v 。顶点v的出度是
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以 v为起点的边数，记作deg ( )v 。 

 

 

定理 1.（1）设 ( , )G V E 是有m条边的无向图，则2 deg( )
v V

m v


 。 

（2）无向图有偶数个度为奇数的顶点。 

（3）设 ( , )G V E 是有m条边的有向图，则 deg ( ) deg ( )
v V v V

v v m 

 

   。 

 

 

定义 5. 若把简单图 ( , )G V E 的顶点集分成两个不相交的非空集合 1 2,V V ，使得图中每一

条边都连接 1V 中的一个顶点和 2V 中的一个顶点（也就是说，没有边连接 1V 中的两个顶点或

2V 中的两个顶点），则称G是二分图。 
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我们在这里列举一些常见的简单图的例子：（1）设有 n个顶点，在每对不同顶点之间连一

条边就构成了 n个顶点的完全图，记作 nK 。 

（2）设 3n  ，有 n个顶点 1 2, ,..., nv v v ，连接 n条边 1 2 2 3 1 1( , ), ( , ),..., ( , ), ( , )n n nv v v v v v v v 就

构成了 n个顶点的圈图，记作 nC 。 

（3）设顶点集被划分为大小为 ,m n的两个子集，即 1 2 1 2, | | , | |V V V V m V n   ，对

1 2,V V 间的每对顶点 1 2 1 1 2 2( , ), ,v v v V v V  连一条边，就构成了完全二分图 ,m nK 。 

 

 

定义 6.（1）设 0n  且G是无向图，在G中从u到 v的一条长度为n的路径是G中 n条

边 1 2, ,..., ne e e 的序列，其中存在顶点序列 0( )i i nx   ，满足 0 , nx u x v  ，且对任意的

1 i n  ， ie 的两端点都是 1,i ix x 。当G为简单图时，就用顶点序列 0 1, ,..., nx x x 表示这条

路径，此时路径由这个顶点序列唯一确定。 

（2）若一条路径的起点和终点相同（即 0 nx x ），且 1n  ，则称它是一条回路。 

（3）若一条路径或回路不重复地包含相同的边，则称它是简单的。 

（4）若无向图中每一对不同顶点之间都有路径，则称该图为连通的，否则称它为不连通

的。左下是连通图和不连通图的两个例子。 

 

（5）图G的一个连通分支是G的连通子图，且该子图不是G的另一个连通子图的真子

图。也就是说，图G的连通分支是G的一个极大连通子图。G是它的所有连通分支的不

交并。右上是将一个图划分成三个连通分支的例子。 

注：图 ( , )G V E 的子图是图 1 1 1( , )G V E ，其中 1 1,V V E E  。若 1G G ，则称 1G

是G的真子图。 
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定理 2. 简单图G是二分图，当且仅当G中没有奇数条边组成的回路。 

 

 

 

 

 

能否从一个顶点出发沿着图的边前进，恰好经过图的每条边一次，并且回到这个顶点？这

被称为欧拉回路问题。类似地，能否从一个顶点出发沿着图的边前进，恰好经过图的每个

顶点一次并且回到这个顶点？这被称为哈密顿回路问题。 

 

 

 

定义 7. 图G的一条欧拉回路是包含G的每一条边的简单回路，图G的一条欧拉路径是包

含G的每一条边的简单路径。 

 

 

定理 3.（1）含有至少两个顶点的连通图（可以有环和多重边）具有欧拉回路，当且仅当它

的每个顶点的度都为偶数。 

（2）条件同上，连通图有欧拉路径但没有欧拉回路当且仅当它恰有两个度为奇数的顶点。 

 

 

 

 

 

二、例题精讲 

例 1. 求证：在简单图中若顶点数不小于 2，则至少有两个顶点有相同的度。 
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例 2.（托兰定理）设简单图G有 n个顶点，m条边。求证：（1）若G不含有三角形，则

2

[ ]
4
nm  。并对任意正整数 n，给出等号成立的构造。 

（2）若G不含有四面体（四个顶点的完全图），则
2

3
[ ]nm  。并对任意正整数n，给出等

号成立的构造。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 3. 设简单图G有8个顶点，12条边。求证：G中必有四边形（即存在四个顶点

1 2 3 4, , ,v v v v ，使得 3 21 1 42 4 3( , ), ( , ), ( , ), ( , )v v v v v v v v 都是边）。 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 4. 设简单图G有 n个顶点，m条边。求证：若 (1 4 3)
4
nm n   ，则G中必有四边

形。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 5. n支球队参加单循环赛（即每两支球队比赛一次，其中一队获胜另一队获负，没有平

局）。设赛事结束后第 (1 )i i n  队胜 ix 场，负 iy 场。求证： 2 2

1 1

n n

i i
i i
x y

 

  。 
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例 6. 求证：在任意 n个人中，总存在两个人，使得剩下 2n 个人中至少有[ ] 1
2
n
 个人，

他们每个人要么与这两人都认识，要么与这两人都不认识。 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 7.（马尔可夫链的例子）一个机器人初始时在一个 5x5 的正方形网格正中央，每经过

1 秒，它都会从当前的位置以相等的概率移动到相邻 8 个格子中的任意一个。当它走

到最外圈的 16 个格子中的任何一个时，它才停止运动。那么这个机器人最终恰好停在

四条边正中间的方格之一的概率是多少？  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 8. 有三所中学，每所有 n名学生，每名学生都认识其它两所中学的 1n 名学生。求

证：可以从每所中学中各选一名学生，这三名选出的学生互相认识。 
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例 9. 简单图G有 n个顶点，且边数大于
( 1)( 2)

2
n n 

。求证：G为连通图。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 10. 某次会议有 n名代表出席，已知任意四名代表中都有一个人与其余三人握过手，求

证：任意四名代表中必有一人与其余 1n 名代表都握过手。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

例 11. 将完全图 2017K 的每条边赋值为1,2,3，使得每个三角形的三条边赋值之和 5 。求

所有边赋值平均值的最小值。 


