
关关关联联联几几几何何何：：：从从从Sylvester-Gallai定定定理理理说说说起起起

在数学中，关联几何是对关联结构的研究。欧氏平面几何结构是一个复杂的对象，涉及长度、角度、连

续性和关联性等概念。当所有其他概念都被移除，剩下关于哪些点位于哪些线上（即关联性）的信息时，就

会得到一个关联结构。即使条件如此匮乏，人们也能得到不平凡的定理，并发现有关关联结构的有趣事实。

例例例 0.1. 给定平面上n个点的集合P，将一条普通直线定义为正好包含P中两个点的直线。经典的Sylvester-

Gallai定理（1893年由J.J.Sylvester作为问题首次提出）断言，只要P的点不是全部共线，P中就有至少一条
普通直线。

L.M.Kelly的证明. 该证明简洁优美，巧妙地使用了欧氏平面上的距离（这是关联结构之外的概念），

以及极端原理。考虑通过P的至少两个点的所有直线的集合L。在直线L ∈ L及不在L上的点p所形成的

诸对(p, L)中（因为P中的点不全部共线，所以这样的对必然存在），存在一对(p0, L0)，使得p0与L0的

距离最小。我们证明L0是一条普通直线。否则L0上至少有三个点，设q是p0到L0的投影，则L0上P的
点中必有两个在q的同侧，设它们为p1, p2。不妨设p1在q和p2之间（允许p1与q重合），直线p0p2为L1，

则d(p1, L1) < d(p0, L0)，矛盾！所以L0是一条普通直线。

Gallai于1944年对上述定理发表了一个早期的证明。但在此之前，Melchior于1941年得到了比上述定理更

强的结果（他当时考虑的实际上是Sylvester问题在实射影平面上的对偶，即下述命题 3○），它的叙述和证明
如下。

例例例 0.2. （1）设平面上有不全共线的n个点，n ≥ 3，则恰好过其中两点的直线数量大于等于3 1○；
（2）（Melchior不等式）考虑实射影平面上不全部共点的n条直线，它们之间有若干交点。k ≥ 2时，设tk为

恰有k条直线经过的交点数量，则有t2 ≥ 3 +
∑

k≥4(k − 3)tk 2○。

Melchior的证明. 该证明的关键是使用了不超过19世纪的代数拓扑。

（1）将平面扩充为实射影平面RP2，并考虑关于单位圆ω : x2 + y2 = 1的极点-极线对偶（即把命题 1○中
的点换为它关于ω的极线，把命题 1○中的线换为它关于ω的极点），则命题 1○⇐⇒设RP2上有不共点的n条直

线，n ≥ 3，则恰有两条直线经过的交点数量大于等于3 3○。下面证明命题 3○。设这n条直线将RP2划分

为V个顶点，E条边，F个面，则必有V − E + F = RP2的欧拉示性数 = 1。设这n条直线为{li}1≤i≤n，对

任意一条直线li, 1 ≤ i ≤ n，它在RP2中与其他n − 1条直线各有一个交点，且这n − 1个交点不全相同，否

则{lj}1≤j≤n交于一点，矛盾！所以li上至少有两个与其他直线的交点。设f是一个面，它的一条边在li上，

则f中与这条边相邻的两边在另两条直线lj , lk上，i, j, k互不相同。这说明任意面f至少有3条边。因为每条边

恰在两个面的边界上，所以算两次得3F ≤每个面的边数之和 = 2E, 1 = V −E+F ≤ V − 1

3
E, E ≤ 3V −3。

设所有交点为{vi}1≤i≤V，有ni条直线交于vi, ni ≥ 2, 1 ≤ i ≤ V。因为每条边恰以两个交点为端点，以vi为

端点的边有2ni条（这里用到每条直线上至少有两个交点），所以

2E =

V∑
i=1

2ni, E =

V∑
i=1

ni ≤ 3V − 3, 3 ≤
V∑
i=1

(3− ni) ≤ #{ni = 2, 1 ≤ i ≤ V }, 4○

这说明至少有3个点恰被两条直线经过，命题 3○, 1○得证。
（2）在上述记号下，tk = #{ni = k, 1 ≤ i ≤ V }，由 4○式，

∑
k≥2 tk(3 − k) ≥ 3, t2 ≥ 3 +

∑
k≥4(k −

3)tk， 2○式成立。

习习习题题题 0.1. 设平面上有不全共线的n个点，构成点集P。求证：（1）n = 3, 4, 6, 7时，最少有3条普通直线；

（2）n = 5, 8时，最少有4条普通直线。并在这两问中给出普通直线数量达到最小值时的构造。
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提示. 设P中的点之间定义了m条直线{li}1≤i≤m，直线li(1 ≤ i ≤ m)上有ki个点。我们有
∑m

i=1

(
ki

2

)
=

(
n
2

)
。

值得一提的是，上述定理只在实数域上，即P ⊂ R2时成立，在其他域上不成立。例如：

（1）设p为素数，α ≥ 1, q = pα ≥ 3，将定理中的R换成q个元素构成的有限域Fq，令P = F2
q，则P上任意两

点的连线L是仿射平面F2
q上的一条直线，L上有q个点。

（2）若将定理中的R换成C，我们考察由9个点和12条直线构成的Hesse构型，其中每条线过三个点，每个点

在四条线上。它可以在复射影平面CP2（或者复仿射平面C2）中由一条椭圆曲线的拐点集实现。（注：定义

平面上一条光滑曲线C上的一点P为曲线C的拐点，若过P作C的切线l，l与C相交的阶数至少为3。）

具体来说，设E : X3+Y 3+Z3 = 0是复射影平面CP2 = {[X : Y : Z], X, Y, Z ∈ C不全为0，且对任意非零的λ ∈

C, [X : Y : Z] = [λX : λY : λZ]}上的费马三次曲线，ω =
−1 +

√
3i

2
，则E的拐点集为

[−1 : 1 : 0], [−ω : 1 : 0], [−ω2 : 1 : 0],

[−1 : 0 : 1], [−ω : 0 : 1], [−ω2 : 0 : 1], (1)

[0 : −1 : 1], [0 : −ω : 1], [0 : −ω2 : 1],

它们之间能定义12条直线，每条直线恰好经过其中的三个点。这12条直线为

X = 0, Y = 0, Z = 0, X + Y + Z = 0, X + Y + ωZ = 0, X + Y + ω2Z = 0,

X + ωY + Z = 0, X + ω2Y + Z = 0, ωX + Y + Z = 0,

ω2X + Y + Z = 0, ωX + ω2Y + Z = 0, ωX + Y + ω2Z = 0,

习习习题题题 0.2. 下面计算费马三次曲线E过(1)中9个点的切线。设P [X0 : Y0 : Z0]是E上一点，对定义E的三次方

程在P点处求微分，得0 = d(X3 + Y 3 + Z3) = 3X2
0dX + 3Y 2

0 dY + 3Z2
0dZ，分别代入dX = X −X0, dY =

Y − Y0, dZ = Z − Z0，得

0 = X2
0 (X −X0) + Y 2

0 (Y − Y0) + Z2
0 (Z − Z0) = X2

0X + Y 2
0 Y + Z2

0Z,

这就是E过P点处的切线方程。分别代入(1)中九个点的坐标，得到九条切线方程分别为

X + Y = 0, X + ωY = 0, X + ω2Y = 0,

X + Z = 0, X + ωZ = 0, X + ω2Z = 0,

Y + Z = 0, Y + ωZ = 0, Y + ω2Z = 0,

习习习题题题 0.3. 下面验证直线X + Y = 0与E在P [−1 : 1 : 0]处的相交重数确实大于等于3。令y = −Y

X
, z = −Z

X
，

我们得到E在P [−1 : 1 : 0]点的邻域上可被视为仿射平面上的三次曲线y3 + z3 = 1。它在点P ′(1, 0)处的切线

为y = 1。在P ′附近，由二项式定理，y = (1− z3)
1
3 = 1− 1

3z
3 +O(z6)，所以y = 1与y3 + z3 = 1在P ′处相交

的重数为3，直线X + Y = 0与E在P处相交的重数为3。
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